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这 本 小 册子 主要 是 为 高 等 师范 院 校 教学 专业 的 同名 选课 
编写 的 载 奢 ， 也 可 作为 中 学 数学 教师 的 参考 读物 。 本 蔬 向 读 
ETALE (Peano) 公理 出 发 ， 建 立 从 自然 数 到 复数 
LE Gu AUG ELEIMETES MS EE CES RM 
者 来 说 ， 认 识 这 个 结构 是 有 益 的 。 

兰 道 《Landat) 的 (Ai Ee) (有 中 译本 ) 已 经 出 
版 了 几 于 年 ， 至 伟 仍 不 具 其 为 讲 数 系 公理 结 攀 的 一 本 好 书 。 
不 必 讳 言 ， 这 本 小 册子 是 在 兰 章 的 节 的 深刻 影响 下 写 出 的 。 
荡 次 在 1982 年 前 学 年 重用 兰 道 的 书 作 教材 在 北京 师范 大学 分 
Eik, OB. Euri d, Sp, Uk. Bax 
3| .1E X ACE X NR IP ECCE EOD E ZA. EG T1982 
年 后 半年 在 北京 咕 范 大 学 为 讲 视 “ 数 系 ”编写 了 一 份 讲义 
这 本 小 期 子 就 是 在 这 份 讲义 的 基础 上 加 工 幕 理 出 来 的 。 

本 书 讲 数 系 的 次 序 不 同 于 兰 六 的 书 ， 兰 道 的 次 序 基 本 上 
按 展 历史 上 数 系 发 展 的 闫 序 一 一 先 引 入 无 理 数 ， 后 引入 正 负 
煞 。 本 节 的 顺序 ETATE- Rra AAM- -ERE 
系 的 后 面 紧 跟着 引信 整 教 环 。 本 书 的 顺序 是 B oH X —— 
《没有 正 负 号 及 0 的 ) 分 数 (HERE AOK) HX 
TIE LERLE SAREA pF P FH 
救 系 的 眶 序 一 致电 。 笔 者 认为 这 对 从 宜 论 上 型 解 当前 中 小 学 
”全 f 0 KCIERARSCRAS CIEDRAUSTHOTEUREMEE) . SAER 
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ERMEL a, 


的 数学 教学 也 许 较 为 有 瘟 一 些 。 此 外 ,本 书 还 注意 到 孝 系 理 渗 
的 识 观 背景 ， 着 望 能 使 读者 感到 数 系 的 公理 结构 不 是 凭空 随 
意 想 出 的 。 同 时 本 书 又 注意 到 煞 系 王 治 和 实际 计算 的 联系 , 希 
望 读 者 学 过 之 后 ,不致 感到 数 系 理论 中 的 数 呈 一 回 事 ， 而 日 
XIF AALE- HE, RATHA. Tik, Miki 
H, RENAR AEEA G, TEEN "AAE 
LAU WM. 

EPIA- RIH, AXGDACGEXpDIEOUPBGRGE 定 理 的 补 
证 ， 其 目 册 六 让 读者 自己 上 徐 加 建立 数 双 的 工作 ， 而 趟 是 完全 
AC xp mA. 

“十 进 小 数 ” 作 为 附录 列 在 实数 一 章 内 . 

HE A i Biki, WERRIET, MER, RA, E 
PETE (L6) CXEEX HX DJATH, Aeee 
EE M AA GAE, XAR, dž ocn how pidas 
Hz. WEREWERE., Aaway ma A, 

各 于 笔 兴 的 水 平 ， 本 书 中 罩 这 各 不当 之 涉 计 所 难免 ， 第 
dr Bldg EUR a wpe M. 
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EARTE Y T RI E TAISA, UAA. RI 
ROCER EREE”? TLEER G, Inl, feiti 
REEERE EA, WEE Eu ARESE 
HEREA, JLE RED” R ERSO OR 
WO» 的 读者 可 以 不 读 这 一 篇 ， 
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在 数学 中 ， 集合 和 集会 的 巨 尝 是 不 定义 的 原始 购 念 ， f 
我 们 不 妨 通 过 以 CORE E RDR E m vp. 

IW ES duas nah rn SU ma 7 AU, 3X 
AREER EARD, ER DSE UM] 
Aix dE EDD X, 

HHRH x 是 集合 4 的 元 素 时 ， 就 说 4 包含 x*、 或 说 x 
RFA, EE | 

EA, 
TEN UR ATAE x, Wii x TAFA, (dE 
x € A, . 

RNEER A= B (HE “ARPB?” ) , d2BSHE Um 
BEM- RAC, WARG, CMRSRTTKHES, XEWDE 
示 为 ， l 
(0 ORAH, AY- YudadA YEA -HU. 


A=B, 当 且 仅 当 对 于 尾 何 的 x。、 
x€ Aer CB. ` 
xt Je uEB pi A fi RA E EM. 

一 方面 ， 我 们 用 A Bau, BGB. x 
REH, A+B, SANH FERD o, aC Alla € B" 
X "fpi 5, bcBabeA", 

有 时 会 遇 到 不 包含 任何 元 素 的 集合 , E DOE VoRD EE. 
X DEW ARCA : 集 ， 当 得 仅 当 对 于 任何 的 x。 r6 4. 
空 集 是 唯一 的 。 我 们 用 由 记 这 唯一 的 空 集 。 

设 给 定 是 个 集合 44， 巨 。 当 上 且 仅 当 才 的 元 素 都 是 吾 的 元 
素 ， 即 对 于 任何 的 *， 

X€ 4 PrEB, 
ANULAJRBB TA, WARBAEA, uo 
AC B 或 BDA, 
这 里 并 不 排斥 4 = Bi WU, 把 于 集 定义 同上 面 两 保全 相等 
的 共性 结合 起 来 ， 训 有 
A= zB AcBHBGCA, 

M«BOGLAR BESTAEHL A DR, RAEBHAT 

$, wt 
A=B, 

AARON RA ANTA, 

这 是 因为 ， 对 于 任何 的 ， 如 xz 有 4， 将 无 条 性 地 有 
x€7, BU 

xE Arg A, 
这 等 于 说 
x € gj -—xcAÀ. 


如果 一 个 集合 的 元 素 哥 以 列举 ， 我 们 可 以 把 它 的 元 束 一 
Hh, JH bd] MER, USE ioo e 
mueux vo 9 iim, 0, 2, 3) CR IB E PRÉC, 2, 2 组 成 的 
党 全 此 欠 ， 育 时 也 采用 了 以 下 “定性 的 2 KAKEN, 
设 Stx) 是 关于 事物 x 的 ~- 个 陈述 语 ， 它 是 这 样 汕 名作。 使 人 
HEEE, TREERE a, SOR, 对 -哪些 看 物 xx， 
Stx) 不 成 立 。 我 们 用 

ix1S(x») 
oH TE SOO pL — DLE x REE. XX ERR. 
SEX A = (EIS GO fin d 

x € A«-RSQOIRE, 
fa, anrH ae i — E Dg fR S. Mirle KE x1) 
PREA C 09.10, XX— dE Gusta (xe Nx) 
LRR ERa «m. —R, RHE {rlre ATIS; 记 作 
{x€ A560], 

BED WPT*€44, B. q8—9R T 4L XURT B (不 排 
FARR FARB) Myrck RE A ni AAEM E, 
WAAUB, B 

AUB -ixIxc Axe B), 

pun x A-ixcmAmiocxc2), Bofe RIL), 
WAljB-i(xecAio-x«3), Xn, FERRARA, EUN 

4 Ug -gA- 4, 
LUDERE X EE Y 

AUB- Bt A, 
(0 Q 为 了 方便 ， 相 篇 在 举例 时 ， 有 时 引用 在 本 书后 面 才 出 现 的 概念 ， 但 这 
些 例 子 者 与 本 卡 的 逻辑 系统 无 关 ， 


AERE SE 8 Fab M E ES AT: 
CAU BoUC- ÁAÁUXGUC). 
dnm tmv EAUBUC, 
BEADRA, B. QpRDBPBCTASIP85—80bcde 
Wiss AUBDScfi, RUN ADD B. BU 
Af: B -(xixc A Hxc Bj, 
Ban, PEMP pi A, B, ANB pE RILL 
Xd WFA iia A, AA 
ANg = GN A=g. 
交 约 运算 显 党 满足 交 社 律 ， 
AN3= BNA 


，. 妾 且 仅 当 4, 工 设 有 共同 元 去 时 ， 记 4 站 B= 0, 
"mood B ide onm his, wAn BAD, 
L OPTRA, D a 把 局 AIRE B 的 一 切 元 
«uto ME A BAR, ii); ANB, W 
ANB - alre AH c Bj, 
TRUE, BcA, WAB t f Bs RECATA, 
Paaa AD R, {rE RILLE E ER h 
FE EEIE RA 
MIER AA E, w. Waf, sfn, RAFE 
amo Et C, mo, ATOAN Go gx) W G p, 
Fa EAAS CaiVEIZLEÓ-. -R . JAAA AR 
ZR ki SA DRIN, ixl, 
GG, D= m &-—x-bLdüiu-t" 


memea, BNB R), 任职 x € 4, y € B, 
s BECA O, £30. RE- RISEQUSTAR Oe y) BER 
tud AS BAERT, WA B, ED 
AxB- {Cx, nixe Agse 5j 
PIREA- B- RNT, qp RA {0 pE RH 
ye) ARYO GUR- ORELIT (n s) AE 
aan TAERE DURIS XGLA MERRI 
—diior43. Vos, ERDARA P, A, BRE 
gr. Elbo be 


ER e+p =, BrE, 
zB 
PEM ART A LL uc O PEREA EE dd. SERORA, 
Ax Bip, BEDRE 
:oM 


T am 
s: 


不 论 在 日 常生 活 中 或 在 
数学 中 ,我 们 Ta aa 
X" oxxTGEC. Pure TX 
3X&, FRA. TET. 
ACPORGA, MTAA, gj A'BISAEZ RISUS 
XA. UTE- eno 图 1 
X4 


& GAS BIST pA Ppg dE REP WHELA 的 一 
TES. 《参看 e 1, > 

8B uy, x) a A yE B, mpm Cx, Md 
BOE. MEN LKCRUM. UD Cx. pE R, ELO OUR 
Xx, MALARI RREK, 和 


§ 


Sid-(X.Y.2), BR — B8 EGRE S. B= {x,y,21, 
A5 BRE EUUEHUEAXxB-I(ON, D, OX, y), CX, 2), 
(Y, 3), (Y, 30, (Y, 23, (Z, x), (Z, p), 0, 2), WE 
MRA 是 男孩 x 5y, BAY EBEE, 
4. AxBüÜjFSR-(QUX, x), CX, i)0, (O, 2) 就 确定 了 
ERA, BjHeTXEEX. 

EREAHBH -个 关系 ， 通 常用 *&R 来 记 Ge PERE 
EAF, aid XRx, XRy, 
YRz. 

在 许多 情 涡 中， 我 们 考 
虑 一 个 集合 上 4 与 自己 辣 的 关 
AR. ELE UELLE IBRCA x A, 
XCEERU E R RESA 4 中 级 
于 关系 所 是 数 乎 i 其 := 最 
x 本 的 一 个 子 集 ， 它 的 图 象 
就 是 数 平面 中 直线 x = y 上 方 
的 半 平 而 (参看 中 2 )， 对 于 xz， 有 和 二 ， 通 党 记 作 x<<y。 


13. 等 价 关系 ,集合 的 分 类 


本 节 将 专人 讨论 -- 个 集合 中 的 关系 的 一 种 特殊 类 型 ， 这 
种 类 型 的 关系 对 于 本 书 的 理论 发 展 是 重要 的 ， 

设 R 是 集合 4 中 的 一 个 关系 《〈 即 Rdx4)。 我 们 说 R 足 了 
中 一 个 等 价 关系 ， 当 且 仅 当 ， 鸡 于 任何 的 xz， wv. x€ 4, 

D CB EAE) xRx, 


2 《对 称 性 ) xRy o yRx, 

3) Cf wu TE) xRy py Rz —xfz, 

SpYOÜDPAGE OR, GS BOB xRy (i (c, pE gj. Vix 
FREY. 

例如 ， 任 何尝 合 中 的 等 于 关系 Jen UDEGR. Xm, 
在 平 而 斤 何 中 ， 在 一 切 三 角形 的 集合 中 dv xekTS 
WER. EM ERRER t, U TRACA e 7 UAE, 
这 些 者 荐 很 容易 验证 的 

与 等 从 关系 密切 联系 着 的 有 以 下 的 等 价 汶 中 全 。 

设 给 证 集合 4 及 其 中 的 一 个 等 价 关 系 中 ,对 于 祭 个 xE A, 
把 一 切 与 x 等 价 的 #4 集 掩 起来， 把 这 样 组 成 的 集会 叫做 
x HR-F, ACY, Bii 

Cxle= yE A AixRy}, 

便 旭 ， 由 尺 指 的 是 集合 才 中 的 等 于 关系 ， 那 么 ， 对 于 每 
AEA, x$ GRAH miU CAC, FEX 
mt Cx- RE HOUX 400. WRES E AEn EA A 
BHRR, MWA, XQOP RRABIL ÁREA. (Alo SUB p 
HARB 8g. 

“定理 1 ] FRAU AE Mor HENKE OR, Wh 
TAEA y, ZEA, ; 

“v BT LECT T e 

pp dy z 属 于 同一 等 价 类 [4Ig, 其 中 x € ÁA, TEX, 
xRyHxRz, REC ROSXPTRIE, gRx, Hia, dE 及 的 传递 性 ， 
PEE 

另 一 方面 , 设 yRz， 按 定义 ,zx ECyIjr， Eik RARE, 
KEU], Piy, xz 属于 周一 等 价 类 [ge [- 
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在 不 少 场 会 ， 根 二 需要 ， 我 们 要 对 一 个 纵 定 的 集合 进 符 
分 类 ， 

设 给 定 焦 合 44， 并 设 委 是 山 4 的 非 空子 集 组 成 的 一 个 集 
& GROS , RIDESHE Ai 228, S ELEC. 

D Aktg—3Jus cS. 

D SE REALI RA 


54^ F 


mbi bsuhUS. Tain ei A arai i wd, BE 
RRL a. WOLA Gbg T iE DAR AR, 444, mg 
EL I RRN uin ala Na Aei Wa, itar R, 
Riv =-{N; N) Hal HARA g ARLE 
PR, ANER ARa (01. cii or EIL AE 
-URE. R. (0575, 

EA PJEASTUL XA ARR AT SICURA E 

CREXRRO YtHGESULATORUM E D R|XEGSR S. XB 
4, AP ISR 

I -alj E A)T 

是 4 的 一 个 分 类 ， 

证 1》 对 了 于 任何 的 XE€ A, MRKA EPE, x€Cx2s, 
S xA uU 2s——tuUHuis a. 

25) MEET, MRR TE UIS Ue 3&8 7X 
x, WE ia EEE, H] EEC BUB 
xCty)s, WE, xRu. A EREL], Werk, 
HAREE iE, zRu, HÜuCIzOs. BREH Y acire, 


O ARAE EATE Gg. HARRA. 不过， 应 访 注 意 ， 
xRy, N) 【xya 与 {Wn HE. Edd Anar DUESE:ES—TOBSGT 
的 推论 } . 


Mh WG lci., BOB RC, 

[推论 了 对 等 价 关系 玉 

Um pne Eo, 

"eub, Mes Cbe Fi RIBEEME, y, cd M 
—S"RATES. RREA d$. nR, 5b Js, NiyRz, DUCTOR 
(z044;3k IF GE 3E z, REM, Lyla = C225, d 

Piu du WLME sf. HBDEXogmE—Ta 
2R. IMRE IEI, To5.— 8RffpZS cn m — fuTE dB, HH 
BEZAREN gu A43, Sm, Hy unu JE Ned 
的 集合 ， 并 让 二 qUES—CTGRGRR, p HRLOUM c9 能 被 3 CE 
除 时 ， 说 :Pr*、 不 六 验证 中 是 育 * 中 的 一 个 敬 价 关系 。R 确 定 
TJ 的 一 个 分 类 ， 

= tL x] rt >} 


xum, ppm DEM 
i1, 4 7，…)， 
| C2Je={2,. ， ， B, 


L3jr={3, | 5 ô, e, 
(s = C19a, CHIa= tor, C6327 C32, 7 
$4. Wü. 运算 . 

LIES SET TTTPRETEUCO TS 村 
节 将 给 出 钱庄 村 念 的 一 个 比较 明码 的 定义 ,在 83， 我 们 把 
x B-( (x, y) I C AHy€ B) ~t TÆN A Bi 
个 关系 。 这 个 子 RARE ETEB, 就 是 说 ， 任 何 Hx 
CAE BAERS C, y) 组 成 的 集合 都 被 称 为 
4 与 已 的 关系 。 占 射 是 关系 的 特殊 类 型 ， 它 要 浦 吧 关于 3 的 

9 


间 信 性 的 要 求 (参看 图 8》 
HAERA, BRA 


与 B 的 一 个 美 系 1 。 当 且 仅 | 一 | 
当 了 满足 以 下 条 件 ， 对 于 每 


cx«€4,. 在 在 恰好 一 个 


YEB, fi xfycBl Gr, € P, "TREES E: 
Ut f €. A SUB pato TR 图 3 
A CERO, WA 

l fi AB, 


HFRS, y, RANES fa, KARA E) 
fE RE, mao cp WEM. 了 的 定义 域 ， 有 时 也 说 f JE 
LEA bh CIEND. 

二 而 利用 XC XEEAERE 2T BR Late T XEXE pE 
应 ”这 个 不 加 定义 的 概念 《过 去 的 微 积分 课本 中 通常 利用 
“A RES RRO, Til, EARRA P, ATRA, iE 
HEREN AE A RAEE, EA E E XL B5 
基础 上 。 我 们 有 时 把 一 个 映射 f RISE TURCDUEEY, Hi 
g= fi) EBRE 4 的 对 应 值 ， 

以 下 介绍 有 关 映 射 的 几 个 概念 ， 

设 给 定 f O: A-B, HEECCA, 把 一 切 x EC 的 对 
WSO € Bag ace mi iic 映射 f 下 集合 C 的 象 , 记 为 KC)， 
Ep 5 

KC = {fx EC}, 
特别 是 ， 把 定义 域 A ROSE MRA 了 的 值 域 , 
例如 ， 设 上， RRNTT 
f(x) 3 xt, 


tö 


Wf((C-1, 2)-2C0, D, fFfiMUEfUm = R'UCOT. 

REL, 映射 了 ABEREEI, RER, HT 
每 个 x €4， 对 应 值 y = fO, E, ERE 
Y. TEDE A) 不 见得 只 有 一 个 xE 4， 司 f(x) = V, 
读者 可 以 从 熟知 的 函数 中 举 出 许多 有 关 的 反倒， 

HHR HY EEM EA, 

F) T fon) EA Aa CEBx, x, —fOn) AES) 
我 们 说 是 一 个 单 叶 映 射 ， 简 称 单 射 ， 

Hi, EE-E KREE HHA, m REA 
HJH, eei, X dd, Rf RoR, Ap rE 


ARR, Gr, rAMA, Afal, A 


射 上 也 是 章 呈 的。 

设 有 定义 在 集合 万 上 的 单 射 f ,那么 ,不 但 每 个 x*€4 
恰好 有 一 个 对 应 值 HEfLA)， 而 且 对 于 每 个 JEfF( A, tA 
好 有 一 个 xE4， 使 fCx) = gy。 我 们 又 称 定义 在 4 上 的 单身 

最 后 ， 考 鼎 映 射 的 一 种 特殊 情况 -一 运算 。 

RRERRA, JO x A] ARER 

F: Ax AA 
mi fen ARTER. 

这 就 是 说 ， 对 于 所 的 任何 两 个 元 素 x，# 组 咸 的 序 侦 
《x， 切 ,通过 运算 玉 ， 得 到 唯一 的 对 应 值 下 ( x ，#)， 而 后 
a DEALE. pin. inr REB RECEN n n Ge KC, DU 
+ (1,3) =4， 通 常 礼 为 1 + 3 = 4 。 多 如 ， 微 积分 中 的 尾 
何 tst ANO REA agis d, 
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第 一 章 自然 数 


Li 


$1. 5 


日 然 数 的 产生 起源 于 人 类 在 生产 活动 中 计数 《 数 一 数 育 
& o) MRE, FRR JLD HRR MRE NH K 
Aa A zie, 人 类 的 文化 里 有 了 越 来 越 多 的 自然 
x, Xj 所 此 自然数 ， 人 们 还 进行 邯 法 , 绪 法 等 运算 .在 生产 
AA b AER PAUPERI BtP eyes, AMRES] AJ 
A, LAB, SOMAM, HENE WIER GEZAN 
ügiriEAPEuEPIISEE. EATA tA, MA AE 
MOsHutirxpp EI CUDAGL CDEOOSENLAYE Ye 
FJL Z- p Ra oai (Hamilton) 给 dp .其 后 ， 
En sUcImbpA E Erga A EMEBUS, 促 舍 人 们 开始 认 
HAG O R E viei NX a5. ITA IP MER Ju ied PEN, 
ERsbIPIAR CCantor) , LAA (Dedekind, HRE 
畦 拉 斯 (Weierstrass) , 3kWWiA (Peano) E EAE OE] 
J, SERDT RRGCES D MOE MEAT RAT, m um 
RENGERS Ve ems AER- -AA Agn 
Hay CA TAD . BIE m, CS EÉ H, 
RoD MASETERO h, EEan 
Hie ism pouT, At f] PF FUSE A ARES Ud pu 
Ek Misc TE BH, 

A did Ed: WC X Tx £8 WBSCREE EX. 
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§ 2 。 裴 阿 诺 公 理 


fer! 49m OUT, Waa ASA AAA, JB. 3 
BLEA 9892 B XR, X3 PECCATA TUE BRA, x6x 
Huan b, RATIA A e XEM rne dtu. 

GTE Ei ER, di Um DEL T Wut at 
TX MAIRA, BARET -A SAR p, BET 
BE. UR. 

这 当然 算 不 上 自然 数 的 定义 。 不 过 ， 它 在 某 种 程度 上 反 
上 映 了 自 人 入 和 的 不 质 。 厅 :直人 世纪 林 ， 类 阿 诺 总 结 了 自 针 效 
RAEE, MAHA EAA k. KAE TF AS AR 
36 E AB, 

RAE APRN URIE SARGE SO, MEH, 
TU. s CEER p ERD Ci, AM ABL S BE 

[ERE HAS] A) DC WO OBED EX); 

.B) FEDR Saag” nop 

C OAN =N o (€ DERDE XAD, 
使 得 ， 
D A Tff geN. tis 
PB oC OAM 
D OHRA UMCN. URMISRCLF ARP 
D 1€M, 


LEN: dno ARR, Bo WpS (Yon Neumann) CERBRISKA 
TOM. TEN tS UUTX ERO Tcp, ZR AM Br iz YoRER DR I TTELBEJB(R, 
5717075 EE a 
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i» XPYdenfance vw, 
nE Mon EM, 


则 好 = 着 


发 点 ， 人 我们 认为， 暂时 的 置 理论 的 发 展 ， 讲 - H Aa 
的 直观 意义 可 能 对 读 首 有 益 ， 

a) ARAD 说 的 是 .1 是 -- 个 和 执 数 ,这 说 明 我 们 所 说 的 
BRAEMAR- mA, CENE- AE. 

b) 公理 B} d SERE SEU Fede E EAS HR E 
数 的 描述 中 所 让 ,的 "每 个 烤 的 后 面 跟 随 - 个 确定 的 数 ,例如 ， 
记 1 的 后 多 者 为 2 1 =2, 记 2 的 后 继 者 为 3，27? 73, 899. 

c) ZR BO, 1) 说 明 1 不 是 任何 自然 数 的 后 继 者 . E A 
A) ,这 反 辽 在 描述 中 所 说 的 , 243 (106 8 BREH p, 
# 从 1 开始 , AR 1 SEP BEER, 

d) 8D) , 2) 说 的 是 , 如 果 自 然 数 m 是 自然 数 1 的 后 
继 者 ， 它 就 不 能 再 是 别 和 的 自然数 的 后 继 省 ， 这 反映 了 在 描述 
中 所 说 的 ， 托 各 然 数 排 胶 一 串 时 ， 是 “不 重复 ”的 ， 

e) 最 后 ,公理 B), 3) 中 关于 型 的 条 忻 实质 上 是 给 出 了 对 
家 然 数 进行 排列 的 过 程 ， 它 的 条 件 DO CM) 说明 把 1 排 进 
d. HUE BUR TE DREAM 1* = 2 也 被 排 进 去 (1 EM 过 1+ € M), 
同样 可 知 2* = 3 也 披 排 进去 (2€ 于 之 2+ EM》 ， 如 此 等 等 ， 
# 一 个 跟随 - :个 地 排 下 涂 。” 这 条 公理 的 结论 CM = 本) 说 
RP aX FEHE S 9g ERREUR 9 íi FUROR. DOR US" MAEM 
E hj, 


H 


3 ， 归 纳 公 理 与 数学 归纳 法 


裴 阿 诺 公 到 列举 了 自然 数 集 的 根本 性 质 ， 读 者 在 初次 学 
习 这 给 公 亚 时 ， 对 于 其 中 的 公理 &》 以 及 公 是 B) 中 的 1) ， 
2) ， 大 抵 是 容易 接受 的 ， 但是， 对 于 公理 B)，3) (归纳 公 
理 ), 可 能 觉得 把 它 列 入 自然 数 人 香 的 根本 性 质 是 不 自然 的 ， 基 
至 觉得 没有 必要 。 在 上 一 节 的 说 明 e H, RHEA H 
编 公 理 说 明 当 把 自然 数 按照 后 继 映 射 一 个 跟随 一 个 地 排 下 去 
时 , 它 可 以 保证 向 到 不 漏 掉 一 个 .现在 从 反面 来 油 这 条 公理 对 
于 章 琴 自然 数 集 的 必要 性 、 设 工 是 -一切 不 小 于 1 hrk H 
成 的 集合 。 在 L 上 如 下 定义 后 继 跨 射 C )+ f LeLs 
x 二 区 十 1, 

FERRERS L AEEA ABD PHD 2, 但 
ETMEHAAS, FLE, BLENAZ'CL, BREM 
RE AVAS BS ZRTED Mi, EHAA mS Ene Z^ -LOINR 
x, PETE, iX AXES AEDpA PEARL, WA H 
现 类 如 工 的 情况 ， 也 就 不 足以 刻画 自然 数 人 第 了 一 一 难道 我 们 
能 把 “连续 不 断 ” 的 工 泌 成 是 自然 数 集 或 者 者 起 是 类 似 的 尝 
Ag? , 

我 们 再 从 另 一 角度 来 说 明 归 纳 公 理 的 重要 性 ,我们 知道 ， 
数学 曙 纳 法 是 数学 中 一 秋 重 要 的 证 明 方 法 。 假 是 有 一 个 关于 


自然 数 * 的 陈述 语 Soo (Bon s ie - CELOTE), 如 能 
证 明 


O 实数 是 在 本 书 第 四 章 才 引入 的 ， 这 里， 为 了 便于 说 明和 问题 ， 我 们 提前 
HARS. iX DET ORA GC ODE BLA EX 


18 


L) XpYynz21, SCOOTER SE, 
Eo 对 于 任何 的 zf 澡 ， 
$CO Hor C00 mor O, 

RRRA SS XE — UI E ERE n Rn. EcCrEJAS BM 
Efan? WE E RE chef uH Do 以 后 ， 我 
位 知道 St1) 成 立 。 当 我 们 证 明和 LA ASO Ra Ae E 
AS) sr. AS orgie ENSO MRE, MERJE R 
们 就 “断定 ?36 对 于 一 邹 下 :当头 成立。 这 样 的 论证 方志 
是 经 .不 起 推 首 的 鳃 ， 我 有 们 从 351 肥 立 开始 ， 反 妃 引 用 往 
局 推 首 ， 有 只 能 推断 这 个 步 野 ， 放 让 然 数 是 无 穷 无 尽 的 。 我 
们 怎 能 断定 S00D 对 于 一 切 自 $$; 数 1 成 立 呢 ? 所 谓 以 此 类 推 ” 
不 过 是 一 种 售 混 的 说 法 加 了 ， 

”关于 自然 数 ， 我 们 设立 了 了 尖 纳 公明 ， 数 学 站 纳 汉 可 以 队 
它 我 到 依据 。 设 M EESO) Wonüs- EU Eia n dd hu SE 
合 ， : 

M= {inEN|SOn}, 
AREH, HATEEN, 

"nCM«-:O0)RY. 
HRED 1€M, SPILL AnA ED Hor. HAt 
12, HFT [ER B)nE N, nc Mn € M, 所 以 归纳 公理 的 条 
DRZ. TH, ikinda, M-N, 2G, gF 
—JhfjscN, SUR, JERFA RENA iuum d 
到 根据 ， 


a 


(D Fito Sh nts 1. 
加 


Is 


$4. HESSE 


AEBIDPAPRIDUE, AIRE EMN RRE, dr. 我 
(1E DASEEDIBEZSEROVARIOE, uEPIALAS5) TA S3 RE HR. 

CzEXR 32 dE HE ELEC UL B DO JasEdE, M, HTA 
MENEN., sn. 

证 dWMEgGCAmng Bmw 4, 

M - (nC IN In nh, 

六 下 用 归纳 公理 证 皮下 与 本 重合， o 

D n=1EM, REWA, HAMD), D, 1i, 

i) BacM,$RnuscM, MEERE, nAn 
因 后 继 坡 射 是 单身 《公理 B)，2)》 )， 所 以 ter, BÍ 
"* cM. 

ERBAA, MN. KRE, 对 于 任何 的 自然 数 
n, n*-n. EE 

[定理 2 ] 对 于 任何 的 自然 数 * 关 1， 存 在 唯一 的 自然 数 
m, Vim Ap. mr, 

证 设 

M= PUMONTE CR, Homt-m. 

Sem gs a Sup SN E un. 

D 1EM, 

i» WncM,. HFa, nDEDm-n, Wut-n*, ENE 
BW, | EA EATMA HETON, Ps TM, 

ARA, MOON. Yo RES, i LBESOGITEuEI, 
nemo Mag O34, FUfR4U— P AT fim en, 

Aki. mück-—TERDIDRIALERE BE Gg ^ eH EE ULL, 2)) 


if 


Em. | 
我 们 把 使 m =n Emm EGE, REAR 
Wox1, CRA- MATIE, 
CEJ 由 公理 B》，1) ， 自 然 数 1 没有 先行 者 。 


$5. 自然 数 的 加 法 


在 正式 定义 以 前 ,让 我 他 分 析 一 下 ,为 了 与 实际 生活 中 对 
自然 数 加 法 的 认识 和 谐 一 致 ， 我 们 应 该 怎样 定义 这 个 运算 。 
EER Euin, HE, n+ AEn.: 

n+li=n*, C1) 
其 次 ， 如 用 2 记 1 的 后 继 者 ， 用 3 记 2 的 后 继 者 ， 筹 等 ， 那 
和 名，nm+li+=#+2 应 该 是 x+1I 的 后 继 者 ，za+2+=2+3 应 该 是 
# 十 2 的 后 继 者 ， 等 等 ， 一 般 说 来 ， 对 于 任何 的 上 自然数 m， 吉 
果 已 经 算出 #+ miS, WAnt mt REN minis 

ntm*-Qn-mi'. (2) 
看 来 ， 用 反映 日 常生 活 中 想到 的 后 继 者 和 各 加 法 之 间 关 系 的 等 
式 (1) (2) 定义 自然 数 的 加 法 是 适当 的 。 门 题 是 ， 满 足 届 )， 
(2) WDR E REN CO: 以 下 定理 保证 这 运算 的 
唯一 存在 性 。 在 定理 中 我 们 暂时 不 用 管 号 + RREA AS 
uk OS 05, 

[加 法 存在 定理 ] 存在 唯一 的 映射 

FON x N-XN, 
使 对 于 任何 的 如 me€ N, 

E MBHUESiIERI UuETEDGIB", ， 不 素 验 证 交合 运算 存在 下 噬 一 ， 但 我 全 
不 准 各 引用 它 ， 马 直接 证 明和 过 算 的 唯 --117 dE. 


1$ 


15 Foy D-* 
2) Fen, m^ Sap (n, m. 
证 A) M TH. HF: PES ES TEX L1 ME 
设 CIN x NN dl ok ReS REPAS RGO, SU uH 
F*jCH* A, Mern, XPTESRIGsmcN, 
Fin,m,-G(n,m), (3) 
任 取 nEE 杷 ,把 它 暂时 辐 定 下 来 ,只 要 证 明 对 于 和 任何 的 mw& 访 ， 
LEON 成 立 就 可 以 了 。 FEE, W 
| Ms(mcN|Fin,m) -G(n,m)j., 
LUT H3 IU zs PRUEBEM 5; NC I. 
D 由 于 FF,G 都 满足 1), 即 
F(n,1) 一 人 G(n,1)y = n°, 
PaF, GA}, nf8m-1CcM, 
iD dtmcM, H 
F(n,m) -G(tn,m)., 
Biman, RHE 
FQn,my*-GG,m)*. 
XPBDXPEPRIEBmcM, FACES, BO 
F(n,m*ys Fn, m), G(n,m*) =G m)”, 
MFin m) =G, m' aE Tm c M, 
按 归 纳 公 理 , 训 = 四 可见 对 于 性 何 的 n,m& 和 ,等 式 (3) 
B) 存在 性 。 现 在 证 明 满 足 定理 条 件 D. 2) 的 被 射 P, 
NxN_N 的 存在 性 ,为 此 ,只 要 证 明 对 于 任何 给 定 的 nxE 证， 
XPYEERIMF(O, iN --N ,使 对 于 每 个 mC N LARA DL E 
就 可 以 了 。 这 样 ,就 可 断定 , FARIEN X NN. 
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" + 
M- {nE N| FAF, )iN>N, $ 
D Fn,1)= n+, 
2) X TdERIggmeT,FPFO m')-Fa,m*), 
E PJBEBIABEREUS M IAE 
i ) Fn], MILEDA FO, yN--Nüup, W 
于 任何 的 产 和 可， 撒 定 
a) FU, m) : m*, 
PA FH upXXTÉAESCRQFCL ) 满足 条 件 1) 2 
Xa). 


. XE, tE 
F(1,1) - 1*, 
EFO, 0 WER D, BREGEXO ， 
Film = Gi )* = F(1,nm)*, 
WFO, OEF E2) . pulbscfoaL, pigti CERD, 
2) PIMESI, ): NN, JrEn-1cM, 
i WEnCM,.RPDEMECWNDUSD.2) BS EGO, YN 
N,3pumpuEXP(OC, iN WNAXITIERIBm € N LIBE 
biF*,m) = Fin,m)*, 
EXE HIPOL JELTE, 0. EL FIR IER nGAEL , 
2) GÉnJRO 。 尝 实 上 ， 出 定义 D) 及 等 式 1) ， 
| F(n*,1) 2 Fin, 1)* = Cn*5*, 
WCPOS, ) WERIED 。 其 次 ， 出 定义 b》 及 等 式 2)， 
Pent, mi) = Fm t+ = GP, Wt)t=F.nt,p *, 
BF Qn. us ERTA). WIET IL, Hb) EXIT, iNe 
本 而 宝江 是 1) ，2) 。 T "— 
EHAS, AN, BO WU TREA, 2) 的 
20 


PA? PONO. 一 六 的 存在 性 ，。 
7S uU PRU VER A y cp page T wu mfbu8 
AMENE- Uu. Epzbécupm D» TELFA), b EER 
EERIE EDUILiXUR--RURT, TOBERA: JUGSUPRUERÉAT 
FAS ENA e HTE pnm N, 
a» F(1,m)-m*, 
b» FP (n* ^m) Fin, m)* 
在 存在 定理 被 证 明 的 基础 上 ， 我 们 把 运算 ENN ON 
EAW i p EA. Jig FOnm) entm, 
(xA) B IREEN p SEE + RBS IE T ZRTERG 
"jk — 3e 17 c: A TALING n, ncN, 
i» Zr FY nm za), 
我 们 把 ; + mI inmi H, _ 
把 上 面 的 注册 也 用 运算 + 表示 如 下 ， 
C 注 】 对 于 任何 和 的,m€ N. 
e)itm-m, — b m"mrm-Ormy, 
例如 ， 如 记 1+ =2， 则 由 是 头 中 的 1》， 
1*1-2, 
Xs PHE =3, 3*-4, 4*- 5, 则 陆续 使 用 定义 中 的 2 ， 
t4-(bt-3)*-((5-2») 0* 一 《CC5 十 1) 7 7 。 
MEX) , 5+i=5 PE. 
54-4-0(85**0*5*, 
Hdd5*-6, 6-7, 7 28, 8*- 9， 我 们 有 
((5*0*00* 2 (6*0 0* = G')* -8* - 9, . 
X Bue MEX EGUE T. uUi T5449. 
Jit) gin FügfartpEBUuEHHb) PRSETER. EAn fie 
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认为 我 们 的 证 法 太 烦 ， 不 如 以 下 的 证 法 简 娃 ， 
“任意 结 定 zE NW, TUCEBMEDGETO, Ut. 
M = (ENIKE, DRAE, WE HDD}, 
现在 证 明 开 = N: 
DHD, F, 1) = n+， KicH,/ 
ii) Hmc M, IDA Fo eiat, H2, Fom) = 
Fin,m)*, nj WE Fn, m'ogülig, Wt m' c M. 
RHAD, M =N. PE, Pn, me NC CP Oum) 
ERE HD ,2) 成 立 , 这 就 是 说 , FERNEN UN. N, 
满足 第 性 1},2) 。” 
这 证 法 的 错误 在 于 ， 利 用 了 条 性 1),2) “证 明 ” 满足 条 
忻 1》，2) 的 上 映射 F 存 在 ， 这 当然 是 不 行 的 ， 
现 容 已 经 有 了 自然 数 加 法 的 明 衫 定义 ， 我 们 可 以 按照 是 ， 
义 闪 根据 裴 阿 诺 公理 一 一 主要 是 归 钢 公理 — K LARTA 
然 数 犯法 的 基本 算 律 。 
[定理 $] (英法 交换 律 ) 对 于 任何 的 x,m& v, 
ptmomiu.. 
证 (EX mcN, EERE ETE, BEXWBDXTAE 
WEEN, 定理 中 的 等 式 成 立 就 可 以 了 。 设 
M={nE NInm-mcn), 
以 下 用 归纳 公理 证 明 术 与 二 重合 
i) HIMMELE, 
1c-m-m*. | 
由 加 法 定 闵 中 的 1)， 
mli-m'. 


& 
By 
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ltm-m-tl, 
"n[ün-icA. 
ii) WEM, Bpu 
nim-mdm* 
则 由 加 法 定义 的 注 b》 及 定义 中 的 2 ， 
n' +m= +) — (m4 h m n*. 
RREA € M, 
TE IH 8798. M - NL. 于 是 证 明了 对 于 任何 的 mw mcN, 
"rm-m-n 
[定理 4 1 (加 法 结合 律 ) HTAA nm Ie N, 


(nm ti-ntimtD, 


证 HH me N, gUENUEBIIBINE TOR, REER 
于 任何 的 IE 可， 定理 中 的 等 式 成 立 就 可 以 了 。 设 
M-(i€ N|inomsaol-nc- iml), 
以 下 用 归纳 公理 证明 好 与 本 重合 ， 
i》 对 于 1=1， 由 加 法 定义 中 的 1》 WD, 
(n-m)41-(Gn4m)'-nem'-n t (ml 
可 见 1=1€M, | 
1i) q*WeceM, Bp 
mtm) tlen m+, 
Wir rig p2 ， 
m+ + = nm + t= nt m+ y+ 
-z28t(m-cTD'-nctOn-!), 


这 就 推出 I6 M. 
按 归 纳 公理 ,M= WNW， 于 是 证 明了 对 于 任何 的 mIEN, 
(n+m}+i=n+ mti), | 
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Exi 5} (MEWE £8» TE EG nM, ICA, 
Me) í 
dr BH EJ 下 的 等 价 性， a. 
msn lima, 
BIAT, (EXON TORARAROU XA CM nm. s 
na-m, 
gd ERE GE. w 
M-(IC€Nin-lémtl), 
A P FIHTUHASSUEBRHMES NR, 
i» BIRARE XB, 


Li]-227', mcl-m'. 


EGAERERDIRERUM CAB), 200, HEIE 没 nem 推出 


证 


ntem, E 
nt]zm-cl, 


MX 1-1€H, 
H) WIEM, m 


nim, 


由 加 法 定义 中 的 2) , | 
m+ = (mtr 


udi*-oab*, 


AEGEE, dRch WEE vrbem 


(n rD'a(umnrD!, RI 
n+ +m+l*, 


F, EAE [RT 


"mu OEM, 
TAAA, M-N, COEGEs eu B 

ui ap Lo IER, PESE ] 
AA ET 


8PULAEGH, GEAEEGX GS 025, DPN 


IT 
IT 


£4 


a^ 


HEC Q9 3B 2 IR M GE Ho GRE AI ERRESA, 
RINER T B icm m eK UR, DEG PIE RR 


—— mr 


qms Wg E ELSE NWeBSES. 


3] ES 
1. Rigid ESEGORIP1), 2) MAURES, uE BB X BUE 
a), bj. 
2. AAIE M Ae rre iE 
384-225, 34-5—86, 3-4 6—89, 


§ 6 。 比 逻 两 个 自然 数 


对 于 企 二 两 个 自然 数 1,m， 邵 果 从 加 法 的 第 度 米 比较 它 
们 《暂时 不 说 谁 “大 ”， 谁 小 ”》， 那 入， 从 实际 生活 我 
ELAGE, Speed E BRXA, GRE m^ on dndt— 85 
4c. mn ug BE, 三 种 情形 怡 好 有 一 种 成 立 
本 再 将 证 嚼 这 一 事实 。 为 此 ， 先 证 下 下 引 理 ， 
C 引 理 】 对 于 任何 的 zwE 下。 
如 十 mem, 
GE AZAR, ERA 
m AREN, 
证 dEXOmcuOW, PEHA TE, Akaia -时 对 于 尾 
BB nc Ww, EUPIA AY, U 
M-incN|ntnzn), 
VL rHUH*SEWEHIM 5 N es. 
i RINA SANEA), 


1 二 7 二 mt 


XOHEXBB), 10), ml, BLA 


] t5], 

JA -icM. 
id) WucM, mu 
ntmsn. 


TE RENS E S 89iEb) A y Sk BR dr fg P n YE AMB), 2), 
n*--m- (n4m*)sn*, 
这 就 推出 r+ cM, 
按 归 纳 公理 ,区 = 丁 .于 是 证 明了 对 于 任何 的 mmE NN， 
naim. 
[比较 定理 3 H TEE me N, UFAR EE 
有 一 种 成 立 ， 
1 ) n= my 
2 ) TEXT IE N, mant; AWER, xx j Er 
HD 4 
3 ) FEÆERTICEN, Binmrck CHINA, XXE EME 
一 的 》 。 
证 A) 三 种 情形 互 不 机 容 。 事 实 上，1} , 2) 不 能 同 
RRE, TSDUERISSIEUPIR. 1) , 3» PER, UTER 
2), 3) ^ BÉ mE E, MRE, HDpjljizE:E/, EEN, 


HE 


m=n+; H n-m-k, 
这 就 有 
nzíincp)o-k-nctr(Q-bDb, 
Ij Ff. 5s S [B8 ZP JE, 
b) 三 种 悄 形 至 少 有 一 成 立 ， 事 实 上 , 任 取 ?GE 本， 把 它 
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imb Bx. Ut 
M-í(mc NiD), D, 3) 中 有 -一 成 立 }。 
BLUT Hi E ZZ HMI T A, 
i» Xj^ ml, 
Pt Büdpscom, HIEL) 成立 
SE Tad. MEM 2 n[5 ediifufyx, DIRE 
kE, dikton, Buc]. k—-mc-k, MED AX, 
P Amsis M, 
iD mE M, 
RADR, m=n, Hhmm*-5'-5n-1. TEW Tm, 
TEJE2») ME: 
WADE, m=nej, Beho = intpp snt, TE 
XOP m'. FRHYWJP2) Miis 
AIMA t n-mek,dstEjupb—i,Müa—mci-m'.r 
EI Pm, 1) 成立; IMAL MAITE, Ir N 
ți P =k, ph E nu-mclt-(qmebt*-mt'-1 于 是 对 于 站 5) 
BI,MAEmcHM, WEEB mn EM, 
HRAM, M= N, RORE y XT fEpngn,mc2W, 
ERA - eps ESSE, 


3 7 ARNES 


策 忆 5 开始 时 郊 祥 ， 我 们 分 析 一 下 ， 应 该 怎 能 定义 自然 
数 的 水 法 。 任 意 给 定 自然 数 #。 首先 ， MA a 


nein,» 1? 
EK, aiw Tip à pranie He XAGDnT, XXE, s ZREIA 
2r 


AROUDBacHeloe Te BOE Rp (nk) engen. 
一 般 , EAA nemit, NEZ. nem OESTE Yt men, 
nem* — nem m. € 2) 
BE AGER ARERR, (27 的 运算 的 唯一 在 正 性 
TAREE] 存在 唯一 的 愉 射 
G:iNxN ‘>N, 
TIENES n m6 N. 
4) G(n.i)-t, 
2» Gom EGU, m en, 
(NO ”存在 定理 中 的 映射 G 具 有 以 下 性 质 ， 对 士 任 坷 
B) n.mcN, 
2) GOU, =M, 


rr 


b) GO t=O, m) £m, 
iS mBHÓII pep Emi. 
TELE BRL gydkwh E, RIGELE N <N UN 
MRN pART, P4 Cn 加) no, 
GENO BISECRAOPRUESR -HOEWE ATAA 
HECAREN TER nme. 
1) n*i-h, 25 nün«m* 2 nemen, 
xc Hum Yu. SR re vt nS mf 
CEI XE HERIEI mme, 
a) iem omi, D) "'egi s Tent t ui, 
py, REX CEIM?) 
$933-728*2* 5832 -2—3:1* 3-2 (331 7-35 -3 
-(3-23 43-62-89, 
RER E RITHE SI S e, dium. 
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EAT g TE A HORSE. 
Cog EE 5. RAAR 对 于 任何 的 ft,mE NN, 
i 
LER EI Rt ? ， 
LEHT] GEUMO mo NT 4EMPE n micN, 
mt srmn, 
CHE, [pli 
Cn iu mn dn, b) 
证 任 取 六 半 GE 机 ,把 它 拉 斩 时 国定 下 来 ， 只 要 证 明 对 
于 任 柯 的 !E 本 ， 定 埋 中 的 等 式 成 立 就 可 以 了 。 设 
M -(I€AN niic D —nm-sl). 
EPET HERA EBBEHSM ION Su, 
i) APIsi, HUE R8) GUGEIEGESGL 中 的 
2) fi», 
nmt) mmt Nm = Nm nel, 
A KJEM, 
iD WIcCM, Hm 
nor D M 
由 此 等 式 并 根据 如 法 定义 中 的 23》 PRERE R2) 以 及 可 
法 结合 律 ， 我 们 有 
ntmti snim Dt=niem+D +n 
= (nm + nD +n=nm+inl tn} 
= nmn nl", 
TATUM PEM, 
ERARA, M= N. ARE T ps mc 
nqm +D = xm nt. 
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(X38 8 ] (乘法 结合 律 ) 对 于 任何 也 nm LE NL, 

(nm)i— umi), 

证 [fEin.mec mW, WyVEdHVEBIEBD X. BOSGEÉBEBIXI 
TfgnyucN, EERME AT, XX 
Mz-i(icN]|QmisensoD) 
ELT Hi eh EUMENES 
i) &XlTi-1, BEBE Xr», 

(fim) *1 = ftm = fi(m*1), 
nhi-icM, 

i) RICM, Wi 

(nm) s(ml), 
则 由 秘法 年 头 中 的 2) , 

(tm) P = Op Le im = nD tnm, 
RRIA, MAIR ET d tm, Kop 
A, HEERA) , t, DA 

(nm = nni, 

T jedkni*eM, 
TH gu, M= N ,这 就 证 明了 对 于 任何 的 2 IE NP, 

《到 7 3 一 n(mnl), 

[定理 9 ] 《乘法 消去 律 ) 对 主任 何 的 凤 miE NI. 


一 - 一 -- 


-- 一 -一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 --. 一 


证 Einrem, 则 根据 上 节 的 比较 定 

或 者 疗 在 1 记 枉 ,使 m=#n+7 ,此 时 以 分 赎 律 ，mi= nig, 
Fehi Søg, men, XXL (S VLDE. 

或 者 存在 下 E ON, Hins m +k, REDDE PE jel PEG E T $$ 53 
[BLUE Enin Am, 

320 


jj E 
3 MERETE EREKE. 
4.fBuEJuES Xdu1.n2), MAE Np.. 2), MAEA 
fh, RNa aR RE a), 6). 


5 .FjxEXUuE 4. 2 二 
&.u EIS. 


$8. HXHNTE 

foc. RITESH RREA, BUY RASEDSE 
N LA, AHERE T, ATu, AAAA R 
Inik o. Plins=3+2, AAA *5 大 村 3” 或 “8 
ACCES", RAX, Ui B Eam oe AE SLE NROS NE 
这 就 是 非常 自然 的 了 ， 

CENO RFE n,mc N, PRIIUSSTEIETCEN. 
tanri REDKE, mxEME-CBUg) ， 我 们 说 4 小 二 w， 记 
frcm, WymACYw Wmr, 

定义 了 自然 数 的 原 太 之 后 ， 跟 着 来 的 一 个 报 本 性 队 问 是 
FR. 任何 两 个 由 然 数 是 否定 能 比较 天 小 ? 以 下 是 它 的 答案 ， 

[定理 10]《〈 三 暑 性 ) XDT Ef me N, DIE FH 
JE RU TARY, 

HEM, "elu, «elm, 
证 d$ epiti Ea, G3ETIXUH, UL FEER EH 
1) n-2m 


" gk Agi, ADBÜEXDP4 GN x Mn üt 
«Gu m) ENXN| GIEjEN, 48 mon j). 
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2) FEIEN, dEm-nej XWErm-. 
35 存在 8E N, dinomck, ixXxBEdE nn, 
Egg, RI S ramom) a pE namon) 
或 n= mix PPE Z A, EEU, n AOXUP O4 
OC Bir R LEAR wE pAn AE E, 
S EM —AROEPEBUR Y bis Poss 
LE) 《传递 性 》 XT E fig nm. 2c IN, 
ammo twn, 
WE dp, AEREN, dmonsrj BHieomcek, T 
Hl-(ner)-k-ncrGgc-E, 
所 也 nu, 
以 下 足 忆 关系 与 如 法 运算 柑 联 系 的 性 不 ， 
amant im OD, 
证 Hiit, mue N, 使 
-ncj. 
TEHA WES IRR, 
说 十 《下 十 个 十 一 六 二 《十 六 = 下 二 (十 全 二 (十 站 十 7 了 所 
ntin ti, 
rd, RRA AE3scEOH Y MiA” i7 4E. 
3X Ji tra deo s BEP CRISE RET AC, TER ER 2A TE AN €] 
N yy BEAT, t 的 AEG ab AE, 


VUL ES ELLE AP ERN 


"ml E carica TEL 


© MARP PHR ne mem He nEe m. fad 
RETER TIO ze | E 3 3 dE. 


a2 


E 
zh 
rh 
jl 
i ES 
rk 
b 


» 
1 


= 


为 了 证 极 ， 只 要 按 连 应 用 定理 12 并 应 者 < 导 关系 的 传递 竹 
WLT, 
PRETE, npDMAORIfRI2TEIBEDf i 
TTE SITAE IBS m, 2€ N, 
n+ icm tinm, 
证 JH, MERE s«m, EIH Zete, 
或 者 2= 人 Hi， 这 时 2 + l= me i 是 同一 数 { 十 法 的 唯一 性 》， 
就 与 题 设 矛盾。 
或 者 wm<<my， AR BRM, mna d, SHAS BE 
m. 
PORA GEH RARR, RHEEN 
WrBH E EHE. 
[定理 13] ORIENTED 对 于 任何 的 wm,!€ IN, 
PD nim: 
CHEI 1 3 XE Ee feni m. ‘ikEN, 
aem in 
[推论 22 ATEH IEN, 


"ic mien 
j E 


TOWESH 13， 
B. p EH ameet t 
UERR TISTE. 
$ 8$. Akal E 
PRW S, Sfm- ntaj, Wi ne cmo TUE, 
Sigumgrm x g n Rer np 


i4 


Epy & "eei fen mas s Emp, iof 
jzm-m, 
HA5 =3 +2., —JifUUi3« 75,5 — Jr Wi uUu2- 5-3, 
应 该 指出 ， 这 里 关于 有 限制 的 减法 的 定义 在 某 种 程度 上 
说 ， 是 无 意味 的 ， 它 只 引入 新 的 名 称 和 新 的 记号 ， 并 未 引入 
ERRBES, TE, ATRAE ATHEA PAWE 
WE, RIDERE CHEN E XP, 


§ 10。 最 小 数 原理 


在 谈论 本 题 之 前 ,我 们 先 建立 自然 数 尝 的 两 个 基本 性 质 ， 
[定理 14] HAREN RARAS, ME AAEN, 
AMfipmcN, Eran, 
证 对 于 任何 给 定 的 XE 访 , 不 妨 取 mr= n+， 于 是 根据 如 
法 定义 及 须 序 定义 ， 
m=n+i >n, Ü 
HWRE, RIE 
CERD) HREN Api, WRTH N ne 
wW, izr, 
证 uni, Wü imBEnn BA mL. iüng1, SURGE 
5c 382,w48 251144, WüipXemc 机， 俩 入 =n, BIS ELH 
Ha), mn-iem, WEM EX, «7n, I 
为 了 证 明 本 节 的 主要 定量 ， 我 们 珀 证 明 ， 如 果 自 然 数 
ncm, Manatr Ent 
[定理 16] SUIT 4E feit mme N', 
as mend imm, 


3d 


WE Uincm, WAJEN, (émo-nej AHSS, 

- PiL IE IUE hy SB, 
"na-dcm. 

i SEL PHIL Gam Hs ja ARREK 3 fer f Pap XLI. dT HE 
Arik U E RR Eng E ESSE. [pum ASER H EE c B 
FAIA hH RR AMLE: 

(Weit SET [C Heun CN, BEAMEN, E 

ne mend, 
ne mer. m 

—— m 
Jihad Cmisao , Wü Euzag4tdrdEzs TE R H E 
AD, AAI SMERE 5589, fH de E EA E BE ag Lxx T e 
MW Bim, ADD ESDCWS A3, RARE Cu 
WE KULBA XL. 

[定理 177 OU ELVR BID E A N IL AS, WA AA 
EHE. METEM A, GOTTEN Bn E A mEn, 

证 AMi HAART 每 个 XE 44 的 日 然 数组 成 的 集合 

Mawe Nimm c 4). 
TREIBaRSIAIGORRE SN GE. nil E. Hds, unc, 
Hl] siXAcPn, BRA UBER 1A, 

Di xfcundlfpiem.C M, {E ratie M. SE SE E. a£ 

Hii, Y TeXCPAROOGSEGL, PIETA H, 1 至 每 个 aE M, 
EM. Tei, WTAE TTEA RFE o EA, MA E fi 
el AdmricM, Wiigmemap uM. xg 
A) ub LO Jü. 


D WEER BEP i “RH” 


$5 


Cy Pbi utim. REE Apep i. AE E, ATT cM, 
AUBMgx X, mmu sc, MARRU m € ANa D. 
4. aiak, Mm g A "jc C Bud sp ETE C SES. 
micia Dae A, HEG, RITR ma cizmfgpnCcd. OM 
的 定义 ,ma + EM AAD PET Bs EATA, 

RDE H ERU e fia ie yi pir EE XE. db 必 REDE SECUN. 


5J 题 


10, 汪 明定 理 16 的 准 诊 。 

Ui IESU SCC BEBE D LR CEROD: 
EMEN LOT Leon € NS 
ATEA DASEGERUEM RS CM. O 

AIM z- IN. 


Box EO 


ATA SEE ZREDYSTDILOBIOMER.DG € EuR S, deHU EE 
PUEEAOSEL, 3ESDLAJRU RESET 
【公理 二 ] a) NEG. 
b) 【人 金 序 公 惠 ) 闻 在 入 中 一 个 关系 < 必 (不 定义 ) ， 使 得 对 于 性 全 的 n,m， 
IEN: 
1) (xu) 以 下 三 各 谤 形 愉 好 有 一 各 成 立 。 
NS MS 

4) GFR n mBHmc RT. 

c) Geek 9: NüePEECOTSELGVEGROMEÉR, MEE lel, 38 


一- -一 一 一 一 ———- — c - cu 


C01 E: oim EBXSE— dA. 

O 让 于 下 并 在 小 于 HARE, MAU "GS 1 的 性 何 壬 执 数 玫 属 于 MM" 总 
AB, CE d EE 对 ,没有 必要 把 1 三 对 列 人 人 条件。 

(Da uS side FAC EEIUELAE. 
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c) CL LAE NESERME RT HL zn3t LES YU Qc WM, UH 
UFPA BER, kan, UKA RAZ Myt Pec. tiw Te [lt 
REK, LX-h.. 

e) N 有 最 - UNS c. 

(H) -I2 JURE, AELS, c) mLÓiUm€ a md) pA rR 

Peb PIENE =, 

HARO UE, E AAT XUL d lumen: +i NN, ip 
sS c AE 

E-—dJjml TAR, ROBER A IMATAM N e TE. 
并 且 ， 由 公理 一 3 点 ) E REHAT), TA b) Q6), e) 也 已 
Wut. EGHREBHZSXESDIO5d). 

wo ARAH YN 
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第 二 章 分 go 


$ 1，。 引 言 '. 上 自然 数 序 个 


ER- ECBUATULEDR SIS EA EIE ET ELO BR 8H E 
ijJmikisETRGeikingGy. AAE BRM hd AB EOS 
BEMAR, MRES e CIAN GA, Bex 
MER, TORRE REM £p RAA mit, gi 
d. HARR ERRA, 2 PRU33 是 没有 意 关 和 的 ， 因 为， 
不 和 站 焉 任何 自然 数 与 3 之 积 等 了 -2 (习题 12) . 在 本 尊 我 们 
X51 VH Ay XR EBRAR (XE Boo 8 UPHR EA 
HOBPHRO 。 引 入 的 育 式 将 不 是 直接 上 自然 数 定 义 分 数 ， 而 是 
EB BACFRGAT LET OE XETIA XP. 

Xn". MEARE, RI 将 M p f, bí om. m 
E m^GEGCEHORGU E EEG DEAN, 

在 小 学 算术 里 ，“ 分 数 " 指 的 是 形 如 “1” 的 数 。 在 本 书 
中 ， 二 下 两 数 之 何 的 -- 模 “一 ”将 被 专用 作 除 法 的 记号 ， 因 
HE CENLSC 两 信和 月 然 数 之 间 合 用 这 个 记 导 。 不 了 过， 给 出 了 

i. ” 实 味 等 于 给 出 了 了 一 对 于 顺序 的 H NAWEIDI. Ur. 这 B. 
RI XL ER I RRE B RASE (0. 70 好 了 了 。 在 以 
T Je ^5. $E SX DEC BB SE BUE TERRE HE, 


-—— -一 一 L4 ——— 一 一 - 一 —- 


D ERTE TJ ar EET LETERE TEREE 基本 上 相当 于 小 学 
Aon R. 
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(PORE Cu» n) 时 ,我 们 心 哩 中 实际 起 的 就 是 小 学 算术 
中 的 “1” 。 我 们 的 定义 要 同 小 学 算术 中 “分 数 ” 的 运算 法 
则 一 - 致 .不 过 ， 应 该 注意 ， 从 洲 辑 系统 上 说 ， 现 在 的 序 侦 还 
不 古 我 们 雯 说 的 分 数 ， 后 阁 只 是 到 本 章 的 $6 方 始 引 入 的 ， 
A TEGERE. RATHER Qu. nO ipo E M 
UCM TX, Wip i y AMn EEL, —T B RH 
EUREN x 如 将 被 简 记 为 更 。 


习 Ø 
02. Wi R n, m, BE 
i) 4s2. n3 n=, 

§ 2、， 口 然 效 序 偶 的 对 等 

在 小 学 算 相 里 ， 人 科 认为 “ = .2 e BARBUN 
是 :把 二 者 的 “分 母 ” 变 成 一 绊 ， 得 到 “3 6 iy eL, 
由 于 政变 后 的 “分 子 ”也 相等 ，2，6 一 4 .3， 记 以 认为 “二 
tj A Ag" XR ERE OL 505. D Aj m. 
不 能 说 它们 相等 ， 我 们 说 它们 对 等 。-- 般 ， 有 以 下 定义 ， 

CENI HILA, m, —man.Bj. ME (m. 07.0 对 
SEE Ono m) . WE 


Gh, MaJo Mijs m). V 


cH i Hj 558 — mp eig SXIMBSBSEEXERE S B 
GO XEVOG, 


vidi nau [ma tta JCOP Pazimac] a 


E 


F- 
CHE 02 3j SIT A e T EA, 
HE, RADE O no 和 ms m, d, 
iRüglEs, Sma Ens =m, HEBRE; ni m, = ms. 
ik 工 说 明 对 等 是 袖 T 种 推广 
E2A2)] Gu. 有 — 
ix LAE M ERU, 

ATELE pTM Mec 说 的 基 对 于 于 
MaI BERMEA- RI B NAUA I ORE 
BT D ERADAR C EAE 

VIIBEESTIET MERER, 即 对 于 任何 的 
Cu,» no Gro mu. Go loe P, 
D CEDER Ou, ren, m» 
27 QUERTE) (tun o co (ms, My, Miyos 
3) (EXETE) 《Tc mp) H On,» m.) 
eG. hoo On, mei, R). 
iE 1) Hil:l. 
2) ",m,-—m,n,— mn, = ni 
3) pimi, 


WP, — HOT, mim. 


Gr m4) Q0 Cm n) Gum. 
TRUNG AGREES MESE RUEESE. up XC A 
(rila Cm; Mma) = Uang)C€ mm. ` 


HUARERE, 13 


Nils = in,, 
Bi 
(nj, Meola, DL. 


$3. BH SUFIBImll pe 
ISERERJES AMAA Son, XÁCH h 


E. PTAR tg Rh Ba 103" iy el], 


由 于 改变 后 的 “分 茸 > 19340242, EUAN PIT . 
现在 按 由 这 样 的 时 网 来 吉 入 由 然 数 序 侦 的 顺序 的 一 般 定 义 ， 

Cz SLT 23 HA Xm, LORS z 时 ， 我 们 说 序 偶 (On. n) 
小 于 (it mo, JPE, s my). (mn su), dE On, 
MRT Oa mo, IOn, Ma) >ei, n. 

PLE, Q, DA, 35. 

XX TÉ RERR RAAR REA T ApH 之 p 关系 ， 
EE. EPRA ERAEN E R E. GEI 
HAREP, MEE G>). Mi, ERE, MER 
记 刁 以 后 的 之 所 表示 的 概念 之 ， 是 决 不 罚 于 原来 意义 的 颖 
aem. 

GEJ Gu. noc One m) BHO, me 08. 1) HH. 
(m^, my')coÓm;. m,)- Qu^, OKL Guu^, m^). 


先 证 以 下 较 俏 销 况 


uu n ACM, m.)Hn,', n,'3coQn,, na> (n^, 
(D i uL Jl 


n" dz) Umi mal) Px Pini Da ib 
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PIL Em, m). PEE, HAI, 
nm man, HH m n An”. 
HAA ESAE, T 
(n, m,) Qi, n, LN Ra ) (t m ^), 
E HAREA A EMR, aig 
(n,^ m,) Cina ) Gn u," Cr n4), 
根据 第 一 章 ， 定 理 13 的 推论 2， 我 们 得 到 
UL 
Rp 
(n,', < 
类 似 地 可 证 : 
ny NaJ Cmi, m, Him )eo(m,, Mm) Cn 
Na) < mi). 
把 以 上 两 种 情况 结合 起 来 ， 襄 得 到 注解 中 的 论断 。， 蜡 
这 个 注解 说 明 ， 在 自然 数 序 偶 的 不 等 让 中 ， 不 论 堪 嘱 用 
对 等 的 序 倘 代替 ， 或 者 右 喘 用 鸡 等 的 序 偶 代替 。， 或 省 河 问 分 
SUB SS HERRE IRSE DESEE US, 
Tum. X3 dir 
[定理 22 《三 疲 竹 ) 对 于 任何 的 (ai n), (Om, mi 
E&P， 以 下 三 种 情形 沦 好 有 一 种 成 这 
(m, m.)coim,, Po), Cy Nytmis Me), Mis mi) 
< n. 
证 ”由 自然 数 集 的 队 序 的 三 野性 可 知 ， 对 于 两 个 自然 数 
nim Aimi t 374m 以 下 三 种 情形 恰好 有 一 种 成 江 ， 
Hm = ms Dama Mitas, Hf Hair. 
这 就 是 定理 申 所 说 的 三 种 情形 。 i 
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[定理 3] CERTO 

(,, OLM, Ma) HOn MOKU hcm, ri) 
«GO. Hy. 

AuEEISPZYGA. 


13. REF 3. 


84. BRATA ME 
hZ AR, pp a mAn MERR "s 
fe" da 441g" DA BR. REE R "Ap A, 


例如 “+ : - Lt or tis 。 现 在 按照 这 样 的 原则 定义 自 


REF IR BRL ES 

CEI SEITE B Onm, t mimos M, may TEE Ons 
ur I3Cti 19 Ma ) 之 A. utl: 

Qu, 8) dm. ma)— (nm, bmi, fima. 


Jd hn 
G, 2) 4 4, 6) = Cl*6 522, 2*6) - C16, 12) Gi, 


3). 

EG EEG TOL To AREE +p PRY ERIP, 
MG E 。 

[ 注 1] ka a DA m0 ELO”, m,'ycez(m,, m) 


e2(nf. mt)4 Gn, ma^ yco (n, n3) t Om. mM 


Do 二季 一 章 我 们 曾 通 计 从 1 J-isnnit queue de RA TEIU x 
DES TUS LEGEIHECUIIEHE AIRE SEE Eija BEL L € Tav 
Loss. my jpg. AALGE mue. 
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证 和 贸 维 读者。 在 证 肖 时 可 先 证 只 有 一 个 其 项 被 对 等 的 


Hs axe, 


XEAGEWEWLE. XCBORENOPÍBZUNWUB. DE TONGUE 


APERTIUS, kN rro nrSIR S 
到 的 和 与 所 来 的 和 保持 对 等 ， 


C 注 2] A ARAR pIE, WMA AE a Ep 


Eej EOR ARIME A LA T, AIH RIE: 


(Quo DOn Domim D (P-B , 
ub, PRH EOR SIGAM, RUR D dC 


HEELE S 22, RIE 


Cn, DG, D=(ni+mi, ID= Graz), ID 
co(ndm, D, 

ATZA EEA GO DIEN. 

【定理 AD CEE) 
(nis Ha) b (m, mn) = Gn,, mi) e Cn,, mi). 

(E51 (HAAR) 

(Ou, mr On, m Uy Huy (Qu, 2,) Cm 
mit, Fade 

I T2ENCES-3IO 

(nj, n) FOL, fa) olm mti, lyon, meo 
(mi, mij», 

以 下 是 加 法 与 顺序 机 联系 的 性 质 ， 

【定理 7] 《加 法 的 单调 性 ) 

(Gu. n0 Ou. Mad, mo t, loc, m) 
MUTEPDE 


O 注意 ,这 里 说 的 是 对 等 式 的 消去 律 ， 不 只 是 等 式 的 消去 律 ， 
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证 dd 
Cis 12) = 2， 
(Ea, kKy)m (m, 0,207 Cya lg), 
ded Rn MAR. POEL, 
J= naia S Fa, aT Hala. 
k= maia tima, E Malz, 
TERGA RETH IT o BetE. su Ti 
laka = Cn ma 9 CL da e Cnam 0 (ELT), 
kafa = Cn 3 (41) H (om 3 OE. 
BS IE E A EUER ES RET... na, 
Hmm... 
TAB HEHA ER i Ath Sedi 
(nma em n 2 UE, 
RES 53 AA RARS EFTE, XV 
Tks 
XXL uS T 
Gis 732 GO. Ka). 
LACE Bep PEIS E Ti Sg. 
[推论 1] Qu. oom, ma HO, BYL Kk) 
Ou, me Oi, ISOs mt Giu, EK. 
[推论 2 Cn. n) e Uis Dos On, oc Gi, B) 


cO, rune 、 


3] Rf 


14. 证明 8 477551, 
15. 153858 4. 
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[6. ME RAES 

17. 二 阳江 下 六， 

18. H" PE T iHe l, 
10. HE FI T PLURI. 


$5. BfJguenmmagi 


症 小 学 算术 电 , 作 “分 数 ” 导 法 时 .人们 把 两 个 "Apt 


E) T", AG" ARMURE, Min eT oit 


fon. REOX BO XL A PORCH Do 
CE XO RIEA Cumis mim ) 岂 做 序 偶 (x:，*1) 与 
Qr, mo MB, TAE, l 
Cu. Aa) t emu, m c Oum, nm. 
fy (2, 3,0, DER, 3). 
在 不 至 引 起 混 活 从 情 涡 下 ， 我 们 路 去 "中 的 标记 如 ， 管 
写作 。。 AA, PERIME Wo EE, 


[ 3€) CM s ni^ en (NL, moHn" r Ma' j jook, HH. Ma) 


=> àM y Aa Ona”, Ma Joi, mi)Cm, mi). 
证 天 给 谈 省 ， 
这 个 注解 说 朋 ， 在 自然 数 序 偶 的 积 中 ， 不 论 一 个 乘 项 被 
节 诗 的 序 偶 代替 ， 己 者 商人 个 蒋 项 分 别 被 对 等 的 序 偶 代 蔚 ， 所 
得 之 积 与 原来 的 积 保 持 对 等 
ATEA X BGBBU mna. 
(5838 87] 《交换 律 》 


His m s ma) (m, 更 kw Hela 


[定理 9] ERD 
CO 030) Gm, s Ra PIG iska) 0 (O0, r (CUm, im (08 1,99. 
VERB (ETE. 
CERIO 《分 配 律 》 
KG, fh Coni, Mat Uis hein, m,)60m, Ma) 
+ bn tO. 10. 
证 iA SAUS Rm Equo E BI n3 
Mt, XU 
(Qa. Tay QCG nu, T2 4 CR... H)) 
= Qui, Paimla da m.. Mala) 
= Qu (mu f. bI om. y, niGmals)) 
= r,i o ladt Aaii ma), Pd 
gai, H2. BRA BUEX E 
(nimus, Kangi G or tus CP ma Yy nom i.) 
= (Quies. CUm); TP, Dina, (Hola UIS, 
BR$ 2, HEROS b. Era, Mny ler 
(Qna ma. umso Ari Vaf.) 
= Éi, ram. mao n.a. 905. Je), 
AANER TE EPAR, 
CREIR GHETO 
Ghre Pedas faye enn, mt, Fa) 
CTO a m. 
PEAH PI eA E T, 
EAE mAIRE MERE HAR R HEDE. GETOS E RTE T, 
MoE, GAOR ri PA WERA GAULOIS, UN-A 


4r 


[定理 12; 《乘法 的 单调 性 》 
Ais Harc mis ma) 
全 人 Radars hOeLG sa moi, 
CBE 120 un On mo Aal OS Vu 
Ou. Mais hem, mi), 5i). 


[推论 2) Cus, toG, HOO, Mas da) 


20. 
2l. 
22. 
23. 
2i. 
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$ 6. 


zOn, msn, mi. 


J "UH 


HRES b 的 注 、 
EREA. 
THEM G, 
AE FH BEL, 
AERE E12 . 


.证 钱 定理 1 的 推论 二。 
26. 


证 明定 理 12 的 推论 2， 


分 数 


在 上 面 几 节 ， 我 们 比照 小 学 算术 中 关于 “ 侧 数 ”的 相等 
各 小 于 的 亨 断 法 则 以 及 如 法 和 忱 法 的 运算 法 则 定义 了 自然 数 
序 偶 的 对 等 、 小 于 、 加 法 入 来 法 ， 并 证 明了 通常 的 算 律 、 训 
梁 我 们 蕊 虎 一 些 ， 象 小 党 算术 中 所 和 作 的 那样 ， 把 对 等 的 自然 
数 序 侦 看 作 是 闻 一 物 ， 那 么 就 把 每 个 自然 数 序 偶 呈 做 一 个 分 
数 好 了 .但 是 按照 本 书 的 性 质 ， 我 们 不 这 样 作 。 因 为 ， 不 同 
的 序 个 ， 例 如 (2, 3 与 G, D, REHA, HETER 
R, RUTES :着 手续 ， 采 到 把 自然 数 序 悄 华 至 分 
成 二 舍 芝 的 办 法 水 引入 分 效 。 
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宝 理 工 告 计 我 们 ， 对 等 英 系 所 县 王 由 的 -个 党 价 深 条 ， 
E CÉEGETULE m. $SAULIBHOTUID . Du] Itn, Bla, ŒP 
id— Bin, MONTS USER 85295 7; Ox S8 m a, n3) 
Ege — BEP . Bg 

BO -d((n,, n,)3, | n, , n) c P 

荐 至 的 一 个 不 重 不 清和 站 分 妆 ， 基 中 和 王 一 -等 俐 美的 任何 商 个 序 
18X/35, EIEH RAA Sma PH XRfP£R. qup, 

CG. 3J. ={(2, 35), (4, 6) C86, 9) ei, 

[G, 2, -(G, 1», (2, 2), (3, " ST 

[(2, 1)3. ={(2, 1), G, 2», CB, 3), +} 
AE a TD LUE 

CX 3) MSR REAP vp pg ii e eo- r X6 
COn, naddo iie Pi E, n.) MAAA 
个 代表 。 

例如 ， 上 酝 举 出 的 集合 都 是 分 数 ， 

SUD m7 mn» cm ofa. 

A TRA AR IHE dS, 只 用 EC 8i EL Cm, 

A, SESO, nOA SE SE TL PP TS SRI. R E A i 
Cn, 2208813, pi 

C(2, 3222 EU, HJ=L6, 992 

EEE, RIAR EHS, Y, z, u, m RARA F tt 
来 证 分 数 ， HEH, x-[On, n) C4 B. BUS Gr, na) 
€ x, 

图 本 纵 出 了 分数 的 形成 过 程 的 示意 图 。 图 申 生 个 以 子 册 
RPT BHREUN. BSUERERGRIBSHE —GdMET OR Gu. n) 
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N (1,2) 
Cct. 152 


SEHE EE ZR, 3x 9] £x, 108 HARE LER EAE TELS Ot, 
n; [Xen X Cn, 332. 了 di Arr XA EL P — s 
可 图 向 Ou, noS UBAS £X 5 qx HEU LS EXPO AE ECRIRE 
AE CO, Aale — Ub xx FEMRE x4 2B LIS ex SILLA CSI, 


$7. ^ SINE 


怎样 比较 两 个 分 数 的 大 小 ? ~A Bano RAGR GALE 
nS GÆ $ 3 已 有 定义 》 来 比较 分 数 。 这 里 前 归 的 名 
CAE, RERET TIGE XR ET 就 是 说 ， VE 
Qu, Ro) Ex Cru, M) CY, HRE. gy nOn. mi, 
瑞 入 、 如 时 分 数 XY，2J 各 损 一 个 代表 (或 共 中 之 - - 换 了 代表 ); 
{ns Aa EX Cmi, Mm JER ERER OU. m9 
(imni a Ma”)? kt HAET, R33 的 注 ， 3x41 A; 


2Ü 


由 于 由 
Cn)» n4)« m, ma EAEE Gu ^. n; y« m^, ma Je 
S Ero dE Foo oU E RARE TRE xo n8, 

CEI A A Ra M, BE4tOn. e) EF, Gis Ma) E 

M BARY Gns naL 0n, moll, PRETUL h Ha iB 
fecun Lo UDARSACEPX, dfe... 

plut BO. 2)«5., 25, WIM 

C(3, 253-2401, 2)3= [C(t2, 103. 


4E girl ELI Tes HS 下 + RNR ELA; 中 的 标记 
F 


U TELL ARET 
CER) ud 对 于 任意 Bux, HEF, WUES 
=Y, xe H, UL X, 
证 r3. NA) C X, Cn, Mi) ECY. Hie. 关系 的 三 
Ee, ATER ER x S NX Y. 
《 neon, mp), Gu, naL G, Mz)» 
mis ma)« Qn, aJe 
xx Ay E St pop i —- $e JE, 
(xE3R 87) GRETE) 
x Bax. 
EE ELE. 
Tei Re^ SUE OR C TER, 
首先 ， 我 们 知道 《第 -一齐 ， 定 理 14》 , HERNES 
ERAL Ru, ARF HAAT REM, 
[定理 19] TREE, DEEIEE, RILE, 
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证 {ER nex, ufEty-COO, FI, 0,92, Ii F 
(n,, Tn.) (n, rl, fi), 
Et VÀ 
XN, 

HR, RIME, BEA NCGEGREYT08- . cx 
1115), EE, AEF EE DUOHE, CRT Epi, xt 
[定理 14] 对 于 任何 的 xG P. Bdréewcae, (ic. 

AE o 
Jim, RAME., EAHA T EISE BUPTEG SS 
的 自然 数 OB, ELMER Es AuR IRA 
CER AE PENR VEE, Macr, RH 
dixe P, Erect 
证 Wn, mQ)Cx, Ghi, MaE}, JF 
Z=: Ma tmina, Hama e: ms), 
RHK AA EEH 
(niy ")« (nma t Minas Tim, trama) (1> 
就 可 以 了 。 事实 上 ， 
m (nm, TA) sm Cum ) + Ral 2)y 
(e Mr TMR, Yna =A CRM) tirn, aje 
按 题 设 x<<y， 即 
Hm m, s, 
TTA ESI 
AÉMIm. tf mi) CN, Ma e imo its, 


n[3 4 ARAXCOD EGER. Mx. AUER ELN, 


27， 证 发 这 三 让 ， 
28. WE fEl. 


88. JSL 


我 们 半 几 代表 的 如 法 来 定 尽 分 数 的 姑 潜 。 惠 先 要 解决 的 
是 ， 这 样 作 依赖 不 依 束 于 民 天 的 选取 ? 这 个 问题 早 己 解 尖 ， 
SES 4 的 注 1、 如 (i 9) 与 Cr "an" e E D Xx o Io, 
且 ( m) On s, m.')mpRE EENAU Xe. EG. WE 

(na^. Na co ng), Cm,", m')eo(m.,. ma), 
IA 

CNi y Na JHM a, Ma )eo(n,, NaJ HMs mi. 

a RTA a, y- A ie aR S REE HG 
K. MARAZ A TE n] 2 XC. 

[定义 ] M Tfjg Home, ERC, mcr. On. 
m.)€N, JAUR tista) ^ SOma mp CRIADH S 4 
被 宝 交 ?匠人 代表 的 分 数 叫 概 x 与 3 的 和 ， 记 和 作 

v E CU, fh THON ma)M 

[EP 

Fel, 2029 £CCGS, =C, 122325 CG, 352, 

4r PLI EEA RR T. RE E + e PARE, 

TP XO REA, 

定理 4 QEASIOxtLü—4Yx, 

证 (EARCON., Aa) Ca, Gru, m.) v. 根据 分 数 加 法 的 
A xm n RUBUS ERR, 


od 


+ m) (mua, ma)]lo Cimi, m.) + Cr n2 
TRES 

5j ybi aE TES BUUEBS BL E 

CER 5/5 (HAMD GeE)tz-xt() 2), 

[定理 6 7] QRXSD x-z-yrzx-VWS 

下 古 是 坦 法 与 顺序 村 联系 的 性 喷 ， 证 明了 世贸 给 读 考 。 

[定理 ?了 《机 法 的 单调 性 ) Aur t Lt, 

[推论 1] x—giblelu—x l| vu. 

(推论 2 4 EILE tu X4. 


3l 题 
3239. 证明 定理 5'. 
30. 证 明定 理 色 7 ， 
31. 证明 定理 7 ". 
了 9， 证 明定 班 1' 的 推论 1. 
33. 证 明定 理 T7’ 的 推论 2 ， 


$ 9 。 有 限制 的 碱 法 


在 讨论 本 是 以 苗 ， 我 们 先 看 有 关 加 法 的 一 个 简单 性 质 . 
ÉAmBaeJXgysax, quB, CPIEISSIBIT ER Xn 7 
来 说 ，x< at+yj。 在 分 数 集 亚 申 , ix RMA” ERD 

CSISE 17 对 于 任何 的 xy y€ P, 

X XH, 

AQ f WEBB, BOXE EREBXIB[ C XRELUULT.dG81 8G 
完成 
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ER, $9, RUEL TEn BEL Plut) 
Xx: -m-n, Hop EES TEERAA monium 
数 。 分 狐 集 可 中 的 情况 与 之 类 似 。 

[ 引 理 2 》 设 3<x， 则 方 各 

也 十 长 二 区 
fU--hta, A Mra, HERM, 
证 A) fayi o tE, Bariu, vaie DERS. Wi 
H-Tu-x-H ilu, 
Hino E Riev, 
Do fenüoir4efTk. ERCO, m€x, Gn, mE W 
Ux, WCs m) eGOn,. UU, BẸ 
ME PE PEL PM 
XC PE, 53 En mide N AIRE m, - mum, RETEXEBI SEXE, 
Ape Hd (nama mn. Hafla), Wi Cun, mi Zu, ü 
$2, i208 4, iE2, 
(m. Ma) um mH, Yama) 

to(n Ha. Tama) Qm m, — gm, FMa} 

co UR i, c Cn m, dies )u Har. 
dc T CE 9 A ARR Z 25 Bg x Ld JY RA T BC Dn m, 
HORES ET GO mi. "um. WH $2, H2, 它 又 对 等 于 
(0., 8,5, T E 

(m,, Ma) t (nfi, — m, 4, Tama)eotn, 7). 
Eu = Cin ma — mu, nmi)l, DU 
J 
Co xz E. ER HAEA Ew, QU 


X-EurfN-6bu-sx, 
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.xug 0pm iR, 

CEJ ycr, PRISE Sce, v Rh ioa dM 
做 在 限制 fo 的 下 MAFU SX o b 

?Ye 人 tx 一 eg 三 X。 

CEI 这 下 理 ? 的 证 出 可 知 ， 如 85 Elem Cm. Ae) 

lh 
XY my Hemd], — 
HA, COGO, 2)2«C, 221, Wi 
[(2, 332 Col, 2922 :€X2*2—1533, 39253 
—-[. 6)2, 
EAEG A EM ER, XH u.s 到。 


=] 题 
$34. H3 9ryiipR 1. 
35. iyaa Xu 
TN 
36. ibz- y. ixüF 
x+ (y—z)—Utry)-z 
3T. ibe«y«x. TAE 
X—(y—z)-(x—y)3 z, 
$8. iyt zex, WHE 
x— {yt ej={x— y)— 2. 


$10, DREJE 


Yu ai, Hu. Tin, ni), (nt^, Aa”) i-r (9j [X 
X, (mr), i (mi's m ORERE, RII 


(n,^, n,')eoQn,, n), Gn,', mi')co(m,, fm), 
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ER A AR LL 


Wiss 5pm, 
(ij. Pa 2m " , ma con, 
Xx TÉ. bL PLE LAE p BÓ, 

CEN) XPbpdEDX.w. SERO, €x,GQn mi) CU, 
ix dC. n) * pnis nu Eric DER UE STIS 
Y od 

X cU c Cen, Ta) * pÜmy, mi, 

gin, C(2,322 * CCS, 402 7 £C10, 1222 

fEA ESpENREESL T. BRIN E-: 
RE « 世上 略 去 。 

BLTASOUEB)—IEB E LES. 


UBI PLN 


-0(5,8)1. 
rH F, A 


[定理 8 7] CERM) xw yr, 

[定理 9 7) (结合 律 ) Gine- xU. 
CERE) (RRD XQ x) = aY taa, 
[定理 117] GĦ RRO xz = gx —U, 
[定理 12’) (GRAMMAR yerr, 


[推论 1) rayil aur, 
[推论 2) arayzsxra y, 


5J H 
39. IEA, 
4p, OTN E g, 
AV. aei ss 0”. 
经 证 
43， 证 :之 e. 
44. ii 13 d2% ipid. 
4h, 15044 1276 uu 2. 
AD. pc Nw. bx Xip—z;—Xy—-2-. 


$11。 分 数 的 除法 


在 $1， 我 们 已 经 提出 ， 引 入 分 数 的 基本 目的 之 一 是 解 
次 乘法 的 道 运 算 一 一 除法 的 施行 问题 。 击 在， 我 们 已 通过 自 
汰 数 序 侦 引 入 了 了 分数， 定义 了 分 数 的 习 法 并 证 明了 习 法 的 基 
本 筑 律 。 除 法 问题 的 解决 已 经 到 了 成 熟 阶 段 。 现 在 证 明 以 下 
的 车 本 定理 : 

[除法 存在 定理 ] 对 于 任何 的 mm HEF, JE 


gu-—x 
有 唯一 解 &。 
证 AO ME UL. lw, 24 都 基 方 和 全 的 解 ， 即 
Fu =x = yr, 


WARRE, eo, 

B) FEE, BrCl, m) Y=CCmi, m), W 
g—((Qnm., mn», 则 

(m,, MaC: ms, Mia) = Cn, Qno m, »,. "nu mm; )) 


co(nmi, Ma), 


Fuer, 
CENX) 对 于 任何 的 为 EF, c ABRIR A: puc x p 


一 一 一 一 一 一 一 = 一- 一 一 一 一 一 一 一 -一 -一 一 一 -一 -一 一- 一- 一- e m a -~-- 


tuo) s. 


KENNEN -一 一 一 


CE) DETERE, WM=, m2), 9 


CEs J A 


ög 


sro US m, mn), 
Bon | 四 
u$ -f(, 33), 
永福 让 第 - -次 显现 的 ， 所 以 在 一 中略 去 标记 :是 不 会 引 
TE REY 


>j 题 


SEX, gy, 2 wba AG dA: 


4T, * I oesxuacezy GEE GA OANE 
型 u 
aB. LE eoxuay (E VERE g AUF TURRE) 。 
48. y Z= dd Ce ihBitegrgm m EB). 
90 ror cus CRHGELRAREURUURIREURE AL) 。 
X 
si, H UU 
z H 
" 
n XE_ X 
JL. = _ — 4 
= Vy 
x wy *twW 
93. zz 一 了“ 


$12, SA1 0 XN 


为 了 -外 写 方便 ;现在 约定 ,用 1 来 记分 数 ES, DO. ER 
RAM ETGX E ]Osi m an. 
Jr 3X Mr ERG TN EEE ET 
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CEEI 对 子 任何 的 xc am, lon 
证 设 x= Cn ma) I 

Xl= CN, n,» ]* C CI, 1}j= [Cen), nsdntls ]) 
=EL], N, l- Y. 

[定义 ] 我 们 把 分 数 1 ERI och iio A Ho Ro Hc 


-r- 


cr- 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 


CEI OY BUE E, Bia LG Ar Eg ER HAEA SR HS, 


Y y L . 
Æ E 
AER ERR uEng. 
3] 题 
iX. peti agt diui 
54. tcx 
= 1 a 
53. pi x, 
x 
55, LH 
* Xx 
F 
BT E -* 1 
"Xy ox "h 


58. x«y e teL, 
H X 


$13. RA- RENE ER oT OM 
TE AE. ARIDDEIJRY ARREN, 在 其 中 吉 法 和 素 法 
到 处 柯 行 ， 在 本 章 ， 我 们 引入 了 分 数 集 刁 ， 在 其 中 个 抽 加法 
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利 系 法 ,， 丽 且 除 法 到 钼 可行。 我们 本 娄 希 望 可 是 本 的 扩 六 ， 
DN RUFOS TE. (EE. —" rr x dà dg EPN xN 
Ba — A 5$ SR C(RL, 0,00, 它 是 以 自然 数 序 但 党 元 素 的 一 个 集 
A. BEL. PARR, ASvr8gBisEUTIE^ EG HARREN 
不 是 分 数 储 可 的 子 集 。 在 本 节 我 们 将 采用 一 种 处 盟 方 法 ， 便 
得 在 某 种 意 头 下 ， 可 以 把 吾 看 碟 是 本 的 一 种 扩 宛 。 

现 覃 看 -一 种 符 吃 类 型 的 分 数 ; 

[定义 ] HRE C. D MUTTER A) Hon cie 
». E 
pru, yu 
C(,1222 C(6,20)32 2 £(9,3)3 s 

-1(05,1).(6,2),(9,82, 7) 

是 一 个 整数 。 

我 们 用 WW 来 记 - - 切 整数 组 成 的 集合 ， 当 然 , 到 是 下 的 一 
人 个子 储 。 下 面 将 看 到 ， 在 某 种 意 立 下， 自然数 集 计 各 整 到 党 
本 可 以 看 成 是 “一 样 的 ” 。 为 了 实现 这 一 看 法 ， 我 们 构造 一 
TANEF p Egt, ATEEN, WAREM n,1^ 
HRR. 

CERIN, J] RE: NP p EX. 

E= DY 

WMERSA. HECNO-W. 

证 Wn EQn-EOD, BnCGQuDJ)-COn, DO, Sin, Des 
(,1), Bir:1-2m.1, fn = 加 ,所 以 E 是 单 射 。 其 次 ,对 于 性 
MACEN), FER ne N, WHyuy-EQD-CO,DO, MW 


全 ”这 里 说 的 是 不 带 正 负 号 世 趟 是 零 的 吾 数 。 
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HEW, 另 一 方面 , HFE Ww, EET CN, 使 
Y=CDI=E), WYCE(N) Op LEON) - tW. 图 

EBREI: Panj, BAR Rp E JEAN SW 的 -个 一 一 对 应 ， 我 
们 可 以 抬 二 者 看 成 其 有 SRS” (Gu. 

[定理 17,0 ncme-EQonc,r00, E l0 DI 
«rt DJ, 

证 COL DO, COR, 102999 1) e, 0,1) 

——mnil]elme.] ener, M 

EEL UL], IRTEN P — Ai a FE S ShA R 
3&. WATE E, Xj y BSGEDX [5 E Ap T mich. JP ERA 
来 也 对 。 这 样 ， 对 于 小 平 尖 宗 来 说 ， 我 们 可 以 把 N OD 
KE “RR 

[定理 173] Ent m) - EQ) Y SEQ, HLO m,122- 
LDI HET DI. 

证 按 3 4 的 注 2， 

ER ot m. 13co(n, D + L(m, 15. 

CB IEAA AR A EA, 

CO em, 38 COD +0,1) = CO, 1)] +C, 1), 

EHTA, AEN EAD A R AEW S Xp E 
AOE pR ZA TERRI, MAIREN, ox 
样 ， 对 宇 扣 法 有 来 说 ， 我 们 可 以 招 训 问好 看 成 是 “一 绊 的 ”。 

[定理 174 3] Emm) = EG E(no, Bj 

Lem, pyj)cDG.DJ:'2O81)3. 

延明 留 给 读者 ， 

EELT, EN EUT OA RR RUE W wo Nay d 
BH ^1 2) SCA ECL H TERA h 9r DA aik A. E, 
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ERRi ROTEN Em g RE 。 

HER a aE, MRE mE "61e. MON 
Fr. MERRE BERE, HORREN iA EW Ae 
AHDE o-YROU. RRR R G Ai: E 
R17; , 3.7 v. 

(CP. Rye 
AN a e a SW O— SAN 
dn h _HHDURAF. 

三 在 回 悍 花 入 的 意义 下 ， 我 们 抒 分 数 集 亚 看 成 是 门 入 

X. 人 -一 种 扩充 


Ze + 与 Try tie, VARRE 


ji. ADT 5E + jp ete, 


= 一 - 一 一 一- 


--—-—- 


ED RE 


29. IET FE174. 
63, ,tE.L Su ainni. ALE XJITEÉ[EDJEERXE mem, E (n— 
m) -8 (Qu) EE (m), Ul 
in om, 123) = [Gs 132 76 Lim, 1) ) - 


$14. 3SEXCRICEBAeS 

RES EEE TI HARMEN pAr AE. 
BN mpi ERARE En UR X AER? HR T 
MA E EA E EI E M R EE E, He e i595, 
pic ROEF iub. TEX ete Sk pk. E PEE. 
HRPE., JL. E RAEN we — EREE, W 
HAm op I HESE, EW E m h E ux jE e? 

RIIIE. G mp T u e Er N fa Didnt RARE M E 
F AEU MM REAR ESU PER EAS. 18 
jn. dSuBE REIA Egr ds W rr a E L SIUS E ARA, 
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就 可 断定 名 具有 第 一 章 中 关于 自然 数 上 业 坝 ONAM. M 
RAHET Z IR — 3239, BRIA, XEEN UER E 
IAEN W io- gE. 

JARAH A ERA e M A A idm E 
EO O NN. EW PEA R D BE: 
mE? dp 

E(D =C(1,1)]0, 
A ARAA EAC, DRA GRA 1 。 另 外 ， 
E(in)-t(Q0,12 imEQ*)-20c0*,1)3. 
"pA. BAE AUOD BVJE EEG. WAE CO, D) EG 
C DI ARW (p RMI., BRIDA EA T EE: 

[定理 183 EW p. JH CCL DIREN rn 1, FA 

下 定义 后 继 上 映射 (jtw : WW, 
Ca tw D, 
(n CODI PARE) , DUWEGAIEIV KRAN, 

证 A) CUDI ew. 

B) 1) 对 于 和 任何 的 co DEW, DY'w*061, 127. 

Sx b, BEdRGRSI. WHn Aln MEAE), Hp 
CC D 2*w 2 Cen DIAC, 122. 

2) C OEMS, 

XE P, WBocOD'€w-2c0n,1»)0?w, 即 设 【fa+,17]= 
(om*, DIRE Emt). BERAS, Matem, X DN 
( DERN, n= m, 从 而 Cdl = COn0D32. 


D ATAJ, REHE $1208 1355€ (UL, 12 ) 的 约定 ，! 要 
ABG— BA. 


Ed 


3 ) 三 满足 归纳 公理 。 
事实 上 ， 设 工 志 可， 并 设 
D CG.D2&gZ, 
iD 对 于 任何 的 CO,D03€ WD, 
[eny172 E ESCin, D2*w e L, 
ETuHEL-W, WU b. H 
Mfr N| EL, 
Eae. HED, 1EM, AiR, Piac M, BI Cin, 1) E E, Wj dir 
yi, COt*,022C0,1))'€06€ 5, Gn CM, REL SR NU 
HASH, M-N, xk HTE DEW, ESI 
于 任何 的 4 三 丁 , 我 们 有 [fa1)] EL, WL- wW, 
SEE AINEA, W MEMES, 


M. RIUNORUROD RS S, [uM X. Cem, 3 
eW, 
AD ID COR DO E CO. DJs CO Dw, 
200.102 EpC iY tw = (on, IIAEO DY y " 
BY OUO 1372 £ ECT 022 - CCR, 15]. 
2) tu. 1e; Tw 
=r, 1 pE, lae Erl) da. 
CE 
fr. i»2-tG, 153-7 p LG 123, 
UR Dun 
qx. RRT TAA AR EMN td ED W X. POS HE 
m. "T PM Typ, BiTSaispisnis, Xonp BO, 


B +F], TR., “FITERE,” 


W 只 条 第 一 章 中 去 的 一 切 人 性质。 这 样 ， 作 为 分 数 集 下 的 子 集 
BU WP e| ARARA EN, TU XECRE RU CELA P3 PI RD SE ERAN 
NET, qoXPEMTEET. AER ARRE H 
约定 ， 如 无 每 丈 声 明 ， Ap ld Broke SECOS 02. 

wii. HirxdgndeXe CO, INi, Hz pe c0... 
读者 不 必 担 心 这 举 作 会 引起 浊 淆 ， 因 为 ， 除 有 时 还 要 斌 系 各 
然 数 作 些 议论 让 ， 在 后 面 数 系 的 发 展 中 ， 每 个 自 汉 数 将 被 对 
ERRESU. -EDERE RNT. 

TERRE T. RNE S Ah a EHE 
Hm Suo. 至今 次 止 ， 作 为 自 ARE IR APOS SA 
fr39, —raEDBERE CO 850, m SIEUT, RDE 
XAH, f£— Sub ons TERALA., MEN., 
BI 3j 


H 
! = RE 852 。 
Hs 


eiu, 
= (2,8335 {C2.3), (4,6), €6, 9, 


这 就 是 说 ，- -表示 以 C2,3) 为 代表 的 分 数 。 但 应 注意 ， 这 
里 除 号 上 下 的 2 ， 3 4r EGRISBASE2, 3 对 应 的 整数， 
FEES E :以 整数 3 的 而 。 

另外 ， 我 们 还 有 : 

HH Cry ms)se(wiyms) eme ARN = 


"au 
"Hi. 


---- -- -- 2 oc. 


(a md $12. sh ITE- RE, 
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XR Uh. FHJI mM E DCOn.m,292507On,,7,)5J 
Buxu. ELUF €0.32-2(4,.0)09216,9) eee, Brari 


à 8 9 ^ 
E 题 


01. WEE ERI, 
62. uut, AETA rie, ex ay, 


8 15。 在 实际 计算 中 分 数 的 名 较 和 运算 


PELES $3,4.5 8 ELEC AT, IE ROR BOE TR 
& ALERGJI. dun WIE SREQ4ESST,S.1)0mIE 
(A RELEASE EDT. JuIETURGE fp ALS T 4 EELT 
Aix Gdei5. ix BPO. y PRS Aue TE. WELT 4r Xm E 
WCEEDp, AGE IEH, BB. ETE c E 18 HR 
By. EM, Seülfcr XX OVi Tarao War, {E 
t3 de is SEROV EVE TUER TEN E UTR HER; DET. 
A EUBIAEDEO. MAIRE A pihu, citm HX 3 
与 5 之 和 为 自然 数 8 Md TORTE T TR ii BTE 
WOCHE fg S ZR Ear 8. XUI, EA ! sum oe 


*r 35 8HBo;f ， 


1 S203, o (3 iz 
2*6 te CREE 
a 一 ME r 
二 一 一 wt "me 3 
ó C214 3) 
4 a 
=- >j daz 
g" J ) 


Xd. deg PAME Rr dur p oT AH DIS (UI 
的 例子 ， 


2] E35] 
83 .以 下 拌 式 都 挖 8 iip.  GiodECUBICHB GRISE, dc -— GB 
1s: 

D icz H TER. 

2 1 4 8, 1 ; 
2) 3727&g &"g (2889mpmp). 

2 5 Z3 D b E : 
D l4 ia ygt  (DHESIDUBD. 

2 
4) 2.2.4. {和 参 硝 $11 的 例 ) ， 

3 1 3 


$16, 4 E SB E CS 


qu EN ATIF p FE- jA nu cuis. 4 80 
WE Ra CEU AOL. Brie Wu REO TE Arechi 
medes TE MRR AOSTA A $n b n5 0nd. deo UR 
EWA TEZA AREN BElETUEXEGu. X334 033]15 
TREIE NARR 4HayisdH EHEAR, AEE 
明 。 

CER CRIME 对 于 和 枉 合 的 分 数 +， 总 存在 
S. (cac. 

证 DAHER eKA CEMI . WAA CY dE [fu f 
XEF. fiigzo F, iirc, MOB1L RPA, — op] 


e x Bout A a A rp o H . . n 
EL de UA TD EE T Wd. rm | GEO ET? ipn mc, 上 是 


ES 


n 
X c—, 
m 


不 等 式 西 端 乘 以 mm, DHOLRO DCUM 


max« mn, 
Bigu ARES A. ELD., Baam Aihe 
Fa || 


以 下 是 阿 堵 类 德 性 的 更 一 般 的 形式 ; 
[推论 ] ATHE pi, YER, BEINE, (xnk 


DESEE EI DRE 


HE mH, IEEE 5X. adii AK, MEL atr 
"Ru, Tga, Sa, BinvEux. 
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Bn 有 S 数 
§ .3 引言 . 分 数 序 僧 

不 第 二 章 ， 我 们 通过 由 然 数 序 摘 引 入 了 人 分数， 在 分 数 集 
Jv. (EAA ET AR. MATERIE fa SUE EREHE Y, 
fE e A e E RREN PH FE, GRTTIILRETRIB URBC F 
PE EGTA 3: (第 二 章 ， $ 3) " (ER, 我 们 将 通过 分 数 
TBS AR Ez MERIA DAET irham, 

Ap Tg H3R418 5m MWA ES 3E HOS AE, ME M 
EF DREMA, ef JEIEDEE— Fii WD E a BRE 
EEES. ISC, $ 1, RIKE, EED AH 
X IAO ATR R R A ARAS, WRFPO. 
运算 的 定义 。 岗 在 ， 在 读 痢 已 读 过 第 二 章 之 后 ， 分 数 的 枝 念 

已 经 明 玛 ， 我 们 生 为 改变 一 个 说法 。 在 第 二 童 ， 肯 然 数 序 偶 
Chis na) REFET =; HEES E pkn Ba COS 


LE, 3 14》. 1] RRE, RUF RUSTHNUUAT- E nop 
《可 题 47 一 50) , xk po 4r CE n 448 A SR CLR 
—— HE, Nüpp de WERI, MEAE, $55: —— 
FX, $ 8$ 2— 5rBRLIEXX FEE TL 

dc. RIS BA ipie Gu. x10 AA EX: x. 
Oen, xz 的 大 小 ) OG. SÉ. MELA B F AE, 

n Uu. E? ER etna, m AETR g am Ak Ai a a 
中 的 <1，x 志 不 是 RRE TOIT Tio d s un RES LAGE EE Sx DRR, 


"0 


是 序 和 运算 时 ， 也 应 适应 差 数 运算 的 一 般 法 则 。 
接 中 学 “有 有理数 之 其 ”的 运算 法 荐 ， 
Xic, =F Hy 
BP, AARD Go x2 AF Gis #9 0R PRM E 
Xiti =Y, tr, CRTERUR T 3 KANE, E E Ed REX, 
jp ULIS GEU 的 运算 法 则 
KiS EE 7 HY 1 enc T Xs. 
"Jh, ROYA (xi. 3.0 sepu. X. RERNE, + 
Hs CA 0x, 其 中 用 产 的 分 数 的 顺序 是 有 定义 的 。 
tpe eiL” BOE, 
(i= x) + = XT) Xs tN 
AW, ARU (Xi. aUi 4,9 ZAME i tY 
VES a 
Hep “TMA” Aa AEM, 
(Xi = XHY 7 Ya) = Yi + XY) ay FEX, 
8 分 拟 序 情 Gu. Xa) 与 Qu. Ya) ZARIE Cti 二 
X lay XH. HFa), $i rp Hn ad gp 3E TE ERE LE RE XL. 
以 上 的 分 本 十 非 正式 网 。 作 这 此 分 本 的 有 的 是 使 读者 了 
解 下 面 几 节 基于 分 数 序 偶 的 对 等 、 颖 序 和 运算 的 正式 定义 的 
E e dE, 
A Kum, RR XEPE(S Qu. x.) PEJA Z M i 
它 的 许 项 ， 把 其 中 的 分 数 zx 叫做 它 的 后 项 。 一 切 分 数 序 偶 组 
成 的 集合 到 PAUND, 


§ 2 。 分 数 序 山 的 对 等 
4E 7E E Ais REu. JU X, g. m. wa. 


éd 


4 这 了 个 鞠 文 字母 来 记 耸 数 ， 一 般 不 再 声明 。 
(EX A4 BASS, + ry Y TeX bf, B x2 1G EST 
AUR Gua. fio, WAF 
Ci, Xi) eo Oa. |. 
当 仆 ， 这 里 的 对 等 是 本 中 的 其 系 ， 与 第 二 章 中 的 对 等 是 
入 中 的 关系 不 是 一 回 龙 。 在 这 样 的 认识 下 ， 仍 用 表示 对 等 
TARJ ERW., MACE, $ 2 的 定义 比较 ， 可 以 发 现 ， 
分 煞 序 偶 对 等 的 条 件 不 过 是 把 自然 数 序 偶 对 等 的 条 件 中 的 乘 
E ENF RNS GEF éD muc, 


BU, 2 Dee, Dez, L) 


G, De, (2. 2). | 

以 下 的 注 1 ， 注 2 和 定理 1 分 别 给 出 与 第 二 章 § 2 的 注 
1 ， 注 2 和 定理 工 相应 的 性 质 。 要 得 证 明 它们 ， 只 要 把 原来 
EU M BAKARRERA AIMENT, | 


人 


LG 2 2G, x, 9e e x,, "M 

结合 下 面 定理 1 中 关于 < 的 对 称 性 ， 注 2 说 的 是 对 于 前 
项 和 后 项 ， 如 以 或 消去 同一 加 数 ， 担 到 的 分 数 序 俑 与 原来 的 
序 倡 保持 对 等 《不 一 定 相 等》， 

[定理 1 】 FRR CEB M AER, DATEN 
Bx Xay (Gn, Fabs Gu, Za) EB, 

D ABIE Gu, OOs x), 

2) 《于 称 性 ) Gr x09 0 Had Oh i09. 342. 

3) GEWE Qu, x) o9, E) BU, Des raža) 


2 
r2 


=> (Xas Xa) Fz) 


$ 8. ^ CERT GEL EE 


[EMI "BOOÓSx, uu C EE 了 SER ER G,, 
xj) 小 了 Oh. Had a WAE Guo Xa) Kallis Ha) a Wik 
Gu Ya) KOF Gas x). dfe Wis Ya) Dalis Xi), 


—-—-- 


pun, 0. D< D, Os 2) «(3 2). 


BORSUOODE3RISIHERRCP. R JL EX pagi 
B, 

疝 上 节 - 样 ， 要 起 证 明 下 而 的 注 租 定 焉 2 ， 3, HEES 
Lio § $ HY YE En i we DA rp i LER E I ETE ER ny o CR. 
加 法 怠 可 以 了 了 。 

PEJ (xq xi)« yg.) HT xi)e2(X,, X1) 


-一 -一 一 一 一 -一 一 一 一 -一 --- ----- 一 -- i 


His DAs Ei) (xi. X Oxon, ui. 


————.-—. -一 - -一 -一 一 -一 - -一 . -一 一 --—- 


[定理 2] Uk x "Bs Qui XD, Gi, Yi) 
€ B. UT OREERT ARE: 
(Xis XaleoCU,. Hi). Xis KaK (His Hi)» 
(is Hoe Oa) a), 
CERIN 【传递 注 ) i, KDL, Mao Eis Ha) 


L Rgs Z IXa TE Z,a) 


$4. O FE NE 
CRX RUNCIT Cx). 


Fat rË ;) "n dut H* fS 


TA 


xa. aliji yi f idt 
ixi. Xa Xil aC iy Y) = (X, tri Zat pda ). 

B. (i. m)taGp 1) = (f. 15). 

fem tsp ERREN T RUE t s 中 侈 标记 置 ， 

RIBZdUOYmHSOEX (第 二 章 ，§ 52) ER d 
EUR, XXE UE X 5S FAIIEPUCERES B HRA. "nn 
诸 性 摧 的 证 明 仍 可 象 前 两 节 和 那样， 把 过 去 有 关 自 然 煞 序 所 飞 
法 的 禄 叔 性 质 的 证 酌 中 的 飞 法 吹 成 现在 的 如 波 就 本 以 了 ， 

[ 注 ] E CIM s. * Xa Jol X x,» HG, „F Ve NEY EP E 


一 一 -一 一- 一- 一 一 -一 -一 -一 -一 一 一 一- ————Ó——————— c 


DL tu ds OOK Aalt Wi, Fc. 
CERA] CIH 
Eig XE Gh Ya) — CO. 9.0 t Qn, 2, 
LX 53 《结合 律 ) 
|o, i xD Gu, 3), y 2) ra 
[定理 63 (消去 律 》 
(xi, X.) (X.. Z2), Wi) v (2i, Za) 
SG ADL P), 
CE7] GME RAHE 
Qa, XS Ul, Yal, X) t n, 2) 
S, 1) * On. 2), 
EWED) (Qu. xi quu, vg, zio Low; Ha) 


- 


=> Kyy : X tR, EDASI Hi) Qu bd: Je. 
>j zh 
64. ARS $ 2 一 4 中 一 幕 分 定理 或 和 本。 二 出 它 作 的 证 明 。 
; 4 


$5. 分数 序 僵 的 乘法 


CEI 我们 把 学 位 
(X, t pH. HeX Fbay X, ot piis eT wzgyi) 


mnc EO, xp, mee qur 


{Xis 2i) * a0, LN Y2) = A=, pF, 


a t pho Topla” FH). 


Ai G, Deli, D i. 


WARG EER hi P. RTR E a EREB, 
438 EOS TOEDEES « ung 3 


MARE TIRER, AAA HORN XLI 
A ZOP HB UO ERMER MENIER AMANE, M 
Wn. EHARA ZORRIA MANED RARI EN, 


rt) BESH s 72 Xa )e2(5,, aa 2*6 ECDOLUFITEEU yi) 
— JN Xa 9 iy, 


Xa ri. — 


JE, "29e, E SESLE ET Yala 
HER] HE, 

UTZTEA AS 

[定理 8] CRH 


(x1, Xs) His vi) m CO. MD Oa, X2, 
[定理 9] GERO 

(ou, xin, iG, rp 

mOn., MU. Wi), $i) 
EED Coit) 

Qu, X) (On, 15) * Gi, ne Cn X OGOn gà) 
TX, x), 


UTEE ERRARE SE, ZSAE, RPE NO NE 
18 HE, Migue ERR PAN eE, 01 
An, HFEA, g,. z, xE yry PRN, 
在 分 数 序 偶 的 情形 里 ， 胰 法 单调 性 就 没有 这 上 样 简单 ， 例 如 ， 
ERE, PESER O, xi), Ei» 

(x,, X,2(2, DA, Yo, 19), 
CF Yal, DLE, xi), 2), 
(3X,, X,)(1, Dee, #12) (1, D), 
79 1 HERA Pp DUAE A EIE, RESTET 
不 等 式 ， 
CY UN 
EEE, FS xy, WERK, 8$ 9, 920M, FE 
A4 v, ddy-xcv. TA 
Xut iWiz-iuct(QXxdc-vu)r—Xzxdd(Xu-vyz) 
« xz (Xu- Vh) = N+ XR 
= xzd Wu. [| 
【定理 14] ‘ 溢 法 的 单调 性 》 设 给 定 (x1 Aa LU Na), 
HRE Zs m 
D 期 zin. MOr, xsCi Za) 
SS, un, na, 
2) p xen. BECA, Fins Za) 
EL TT 2 
D GE zm, Hon, Xa) iy Za) 
coH, Wil(z,, zi) 
E REX, 


(X,, X23(2,, S23) = (X21 LETEN 二 


zB 


(His FV:)(X;, Za) = (F2; t Hii, Fc. NZ Da 
ATWEXXWOPRH4A. dE 1E xx 
Ex i txaga} t Fiza + Ya 2,), 
fi 
AE, 
Xy HYY Ta 
在 情形 17 中 ， Zi Ea, tog is Jr EU AERE As 我 们 部 
HT) CX Hya L E N) 
+EH, cx), 
RI 
(Xa, d X2) + (E x; Ema CUm. 8 Nu) 
TI XQ*,.). 
这 就 是 说 ， 
(X,, Kahig Z9 «QI, Ya) EZ, Za), 
HEDE, EED P, z.«0z,., HEA EHEH 
(Yis Yadi, FN Fadli, Zo), 
TEDEH TE RE I Gs. 
《定理 12) CH 85 
CQ, x), meo, Win, zem. 
Bii, Xie], FI. 
不 六 用 定理 {1 米 证 其 定 埋 :2。 请 读者 写 出 证 明 的 同市 ， 
恒 得 注意 各 是 ， 这 里 的 消去 律 同 以 前 的 消去 秆 各 有 不 同 ， 这 
E H APTE Az MIES T SEA LUE SR EIAS [17 38 G, 
EZ. 如 时 这 个 条 件 不 被 满足 ， BIz, =z, HEZ, z) 
后 可 能 两 过 不 形 对 等 。 例 划 
C2, D0, Del z, Ha n, 


BB. W5 bist. 
68. HE S 

5T. HHH Y. 
B9. ul p iD, 
59. HEYR. 


$6. BS 
ERL, RELHA T nce. NEHEL 
如 法 各 乘法， 其 县 的 是 引入 有 震 数 。 我 们 印 道 ， 凋 等 关系 ce 
是 分 数 序 昌 集 可 中 的 一 个 等 价 关 蒜 〈 定 坦 1) 。 固 此， 如 用 
CQ, 5,02. di, x,) 的 ce 一 靠 价 类 《一 切 与 (zi x1 
对 等 的 序 侦 的 集合 } , "d 
= {CX x2. G,,x2€B) 
是 如 的 一 个 分 业 ， 共 中 每 一 等 价 羔 申 的 任何 两 个 序 候 对 等 ， 
而 且 生 全 两 个 对 等 的 序 侦 属 于 同一 等 价 类 ， 
[ 定 尺 】 由 对 等 关系 加 汰 E 的 媳 申 的 每 个 品 - 等 份 类 
Ee )J. RH 7708 BEER, Ff OX ., x.) MRA ER 
ARE, 
RUDI 记 一 切 有 型 数 纪 成 的 集合 ， 
JTN, 我 们 路 去 标记 c2 ,只 用 CX， x0) Ga, 
x) 4 EB HEX. 
Piki, 
(2, D2-(G, D, G, 250, 5 o0) 
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1 T, ] t a i 
[Ge ?.]- 4 7? 2 o7 8), (7, y, eb 


CC, 122 ia, D, (0, 2), C, y)» er 
BA SPRG, DA AHEM CS apod IEA HS 
Cixi, ADARE, PT An 
CQ, 0922 C(3, 22-15. 3)] 
TARTE, Opina, b, c, d, AATRE RKE 


-一 一 -一 一 . -一 -二 


d BOR, 这 就 是 说 ， d= Ctr a n3 Gs x) € a, 
F 


yj yato yvy: yzy" 


一 -—— mm 


1 
图 5 


图 5 给 出 了 有 理 数 形成 过 程 的 示意 图 。 图 中 半 横 轴 ( 实 
RED 和 半 级 输 都 表示 分 数 轴 (参看 图 4 )。 在 这 两 个 半 销 所 
Reena FHE, REEBOK ADI EA A 
i HAC RES AREA GARRE RA 
Ar EU f MERESSA, X0 EUG CL PIRE SE. 

D xz = 这 时 对 于 任何 岩 偶 (9 82) 来 说 , (x. 2) 
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(3,9, 74 BICIS, = FL LXX FS TE ERY, v. E85 9) HE 
DES COE EU ERA SEP TS AAA EME MAL), 

2) x&«XxX,. ixRjn Ex Sr te, T EOS EB 
(人 当时 
xx E. EAH s S tu b—UI HEAD UB EEUU 
(Ers Xi) MV AERA AC, x1), 

3) x,«x,., HAH E x-x,-v. AEA, £A% 
# =y, +Y 上 一 切 二 维 分 数 点 的 集合 就 表示 以 (xx 为 代表 
RU HCC, x22. 

AIDE. ARÉUT[SSUE = Fx Fø JL x S845 Ul 
EGER GRS, qp EDD «xA xe url 
EES IHRE., WAE- RTRC, S0 LAER 
1 89H EE bio~ 9I — E 4 E 8 EA AR EnA, x 
AREAL, x12. 

73 f EA PESE) ES ER IE. v RI TERI T Ab £RLGPLER rh y 
3838 8 rp AD C73 i] SE de 079 76 4 3) 58 3 3871 FLORE COS Lx 
EFRA 1 HARDER ARRA MRL Y). 
VI si FERIRE PEL e ng pos c nn] Ug pa cn 

正 有 理 数 ， 负 有 理 数 - SU 

对 于 性 一 有 环 数 ， 必 须 区 别 它 是 正 鬼 ， 或 是 负 的 ， 或 是 
0 ， 这 各 区 分 在 有 再 数 的 理论 中 ， 龙 其 在 有 有 理 世 的 实际 应 轧 
中 是 必要 的 ， 

(EX) TEREA MAAL, X003: 

D MHR H rh, Makvin, 

2) HEUK Kah, Ube Eea, 

D HMs Ah aio, 


v EENS aH, oR, Sing, X** 
Chi, Fo ULE afud, Mili, xiu. Fa), Gp 
XH = 
Aüx.«x.Gam xD). TN CA G), qur 
WAERM EMIRA, MAP AAR, Max, 一 xX， 
Jio i IAA fE, PN S Ya, 


ww, feo, Hernu, K4, 


Cil, 22-2 0, 
RE- VEG UM 09 RAWO 8. 01 SUE RUN 
BRIEG. PAT 
Q-Q'.o Uith, 
TE S ggf XRdh b. 150 AA a Eo Sa 
BRUE m Ede Ae i APA M, Es DAT xg S) MZ aa fe AA 
Tn. JE xi ig Zo 8 


v) | 是 fr pg x. 


$7. ES IN Ee 
同 务 数 的 情形 一 样 ,我 们 将 通过 出 较 懂 者 来 比较 有 理 教 。 
这 就 是 说 ， 如 (riyxzyc a, iHa) EO, WORE E B BF 
48 (xx) 53 (., 2,0 0E LEE TE HUE 4 tg b. H S 359 ERI XL LXX 
PELO a SESROPAK ATE énu SC. AAA T RE SCR RR B, 
REX) POTES ab, (ERG, x, € LM Hiz 


一 一 一 a 


"T ET PEUTIEM 
pin, FL. 3). 2). BAER 
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[< 21-1. 0]. 
ERKA ARENT, XeÉlmbi- Qo. mid 
Q. 
以 下 的 定理 2*:，3 /分别 是 定理 2 ，3 MAERAH, 


(定理 2 和 ) (uto ATEH ha, b€Q, ATF 


TUBROE ER E 
"PDT 
[定理 3 GEIRE) 
a< DH DC 
以 下 给 出 与 顺序 碍 关 的 共 他 性 质 ， 
RIDE, AEri RRA GDH, EMD., 
HARRO RA TEPE REEL. 
CR 23818) HTA a CO, SIb EO, iaci. 
Wii Ha, 
- ABA. PRAEFERT ARASGH GRDE, Eed), 
4OBUETAg iL H PENITE Ma 
(EW Xp TiEfiltna €. irf bc. <a, 
VEI ERAT, 
RHA, SR FOrpSEGUE (第 二 章 , 定 理 15)。 有 
vi deer HIPPE M, 
定理 15) GEE EMPe, LEQ, ec 
yd TE Lc € Q.'Saccc b. 
证 {Lix xQ€a, (V, y) Eb, AiR 
ok pE aL gp 
Siha 87 » HJ" 


rr] 
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[d 


MAE aLe, ERAEN 
Qu, x o«Q, Tt) (D 
RUAY., SIDE, HERE, (xi, VK, Vd, HP 
X) W.A M. tA, 
(x, X) x, RI EL, Xs; B Xi, 
(XQ XQ) R xa HNL X REQUE Xi t AL 
Axex-2x (318562) , W 
2x, (XQ b. LX. RN) 0 ZXS, 
HIC RR AW, RIEA 
X, RAD 
六 不 全 下 COR, diac, en iech, - 
E NMED O TBigESO LE IR p 
Bilip PLI Bag 
(3-5 16) 1, acQ' «0.2, 
2) aCQ «aco, 
3, ecCQ'HECQO —b5ca, 
证 D) B Qu, xp) Ea, Œ, DEO, 按照 分 数 的 
Ai XTEBL, 


X, X, AU XX, RH, 
BTE ^j pic RE LRS UTR ERU RE XL, ET 
acq V m, XL 
JB iB, eg 
acq «—0c 2, 
83 


2) EFEM, 
3) dil, 2 及 所 关系 的 传递 性 。 


习 是 
TO. uu PiI3, 
UL DUE. 


8 8 。 有 理 数 的 加 法 
【十 义 】 对 于 任何 的 有 理 数 x 和 bp， 任 取 Qu, x) Ea, 
Gh, 9 €, 我 们 把 序 侦 (X% x0 SQ, DORREA 
Buc Ca i3 bey, didi 
a ob CX X1) T SH, 81), 


Ei $ 4 的 广 ， aA re Bg BIS ORIRE, x 
Ee, (H, POCECE, EE Nja m, 
PS, 


a DJe lG -i 
[Gte te] ij. 


在 不 致 引起 混淆 的 情况 下 ， 我 们 赂 去 fa 中 的 标记 感 . 
以 下 的 定理 4 —7^ Ay I EE BR 4 — 7 的 直接 推论 ， 


EIS 


(定理 5 ) 《结合 人 很》 (arb)rc-ar(beci, 
(ERGO GRE acccb-ce b. 


-一 一- 一 一 一 一 


CERT) 【 扣 法 提单 涯 性 ) aecb—acrccbrcY. 


GEB) ea<z 且 CS4 二 4 yd, 
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$ 9. ERATE 


在 & im Hd, SIDE SUERTE B fo zz — ERE 
决 如 法 的 道 运 算 一 一 whucaugsib4barfjiüsgllu, Me, E 
经 通过 分 数 序 侦 耻 入 了 有 有 妇 数 ， 宅 头 了 有 理 数 的 加 法 并 征明 
了 如 法 的 基本 算 律 。 碱 法 问题 的 解严 已 经 到 了 成 部 阶段 。 我 
们 先 证 明 以 下 的 基本 定理 ， 

(减法 存在 定理 】 IE jS. bC €, JS +d=4a 
dU Rd. 

证 A 唯一 性 ， 设 4， ep EATEN ED 

bird=a=b+e, 
s DIAS 3:58. niAd-e, 

B) 存在 性 , Wa-CO, x00, bet, V0, XC 

d-((x,-—-H., X, Y,)22, Ul ES] 
(Fi, NS) FOX, Ya, Xa FN) 
= {x +y. LEM, Xa +Y, RHN.)) 
eo(Xi, Xal, (82, 2, ) 


b-d-a 
(定义 ] XI T itHinga, LEO, RIEA tod = eb 
WEE d jE a R b mk, ， 记 作 4 sd- ob. 
b tola- gda, 
{ 注 】 由 存在 定理 的 证 明 可 知 ， — fha-CQu., X00, 
b= cy, X03, BU 
G— ob — LCX, +t ry rtrt, 


EPHE ERA k T, ROR E-a PHO. 


c 
E 


$10. (FLU CO - HE SUA e EAA 


fL. 38 6 SIL EDISX FPXCO. BppLIUDA DSIBdhngB 39 5m 
MEA AIT RARAS EA 3)1. 0 Ic BLEU 
加 法 和 恒 等 元 ， 
【定理 17】 TEMA aE, a+0=a, 
证 o Wa-COo,, X20 一 Cty， 1:02, 2118 8 mEn, 
(Xis Xa) (y, Y) = (Xi +y, +X X.) W 
Ey acO, HRGA, JpRaed-od 
ME— Ad. 
(zm 36) TENEO, RIER Ea +d 二 0 的 唯一 
T a hE a agaa, iud 3 二 二 Ga 
+ 一 0 二 0。 
GET) 按照 差 的 定义 ， 
-a=0—a, q 


一 —-—— 


GEZ) 不 难 验证 ， Masp. x97, 


o Terre c 


N-a-COu, x02, 


mm [C D-a, 39]. 
Hu d8B5TEBTMEsImESIS. 
【定理 18) D) a€ Q'(bloc 0 ac (WP - 20. 
2) a€4Q (Opaco--a€q'apoc - 9, 
3 ae-0c-2-—-4, 


A PRISULD], EA mappa myv., fd m pe 
CHEE, FiS- BER a Ana 的 让 反 数 ， MEWN- BODEGA 
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的 相反 数 是 正 有 理 数 ，0 EE ETA CHARA ER, 
(EEIN ab — b -L te 
【定理 20] CREE EH 
D Coza, 
2) a—-b=a+(—b), 
D -(Grb-(0-mOrC B, 
4) e—-C-by-a«b, 
D -(Q-b5-C-a) vb, 
6) at*(b—c)-(Qa*b)—c, 
7) a- (broz (a—- b) 7-6, 
8) &—(b—c)- (a— b) vc, 
证 1) 生 定义 直接 推出 ， 
2)》 EH ECCO AE XL OE BRIT, 
(a (7b) cb-ar((-b) cb)-at0-a, 
"E AERE XL, 
G—-b-ar(-—-b, 
3» HIREA EE RT, 
{a+ b) 十 《一 人 二 《一品 
-(Gc-Q—-0)cr-tóvr(—-b-0-0-0, 
故 再 由 相反 数 的 定义 ， 
—-(acb)ect-a4(-b, 
4 一 8 都 可 出 1) 一 3) 挫 出 。 . 
公式 1) 一 8) 都 荐 在 实际 计算 中 经 常用 到 的 。 值得 注意 的 
是 ， 公 式 2) 把 减法 转化 为 加 法 ， 
绝对 值 概 个 是 数学 中 经 常 遇 到 的 概念 , ELT JE E X: 
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(E 
8, Mg, 
| 0, Mu. D 
lla. 7 
fa JETT PRSE a ghati, 
例如 ， 


. T ， 
I SPICE 
| cG, D2ji sC, 12350 


LG JE e nues 19. 
(XE 3) ui jo] 的 定义 ,显然 对 于 "m EQ, o zo, 
mi B HQOUa-oM, jd -0, — — 
(E 4) BA ARHAR RG RARE: 
iei = |— 2l, 
在 中 学 代数 里 ， 规 定 正 有 理 数 大 于 0， 们 有 理 数 小 于 0， 
负 有 理 数 小 于 正 有 理 数 。 这 已 在 定 垦 16 中 被 我 们 证 明了 。 
另外 ， 在 中 学 代数 里 ， 对 于 两 个 负 有 理 数 ， 还 规定 绝对 和 值 太 
的 小 于 绝对 值 小 的 。 这 斌 是 
【定理 21)】 对 于 任何 的 a 之 0 ， 了 < 0s 
abe |b < lal, 
pE E R1 m E EKRE, 


D FE AUE 05 EP AR E OE TUBE f p es ns Ra 
规定 ， 


(323822) 1) de«0, b«co, W 
ab (el *15b, 


| ai = ; 


2. "la 0, b«0, 出 
a+b= |aļ— (èl 
CEHI HARAR) 


&rb- -tb —lal) 
《在 81 旋回 了 时 用 这 公式 ) 
WEE ER AES. 
4 3 m 


T2. WEHR $ 10093 2 及 定理 Lt8，19, 

TS, irH] m2 4 )— 8). 

14, H: a«beu—b«neno«cb-a, 

T&. MAEM. 

T6. 证明: 1) [a-b]z a --1 b [. 
2) Ja—bizjat—| bl. 


$11, BAREH 
(EX) HTAA MA a, b, ER (X, v) Ea, 


mao ik a iy bR, EE 
a*sab EL, y Xi), 0, 9223. 

BS SWARA, A Amie BESCARHOBCT ES E Gs, 
X) Ea, GV CIPER, ap DLALSL A mies. 

fE-305pmGEHS MET, RIRE o 中 的 标记 个， 
EB GENER. AD mp E. 

ELT ASIE gia —127 4p 9l E: E pla —í26065 3E dS, 

【定理 8 《交换 律 ) ab- ba, 
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[定理 97] GER) Ca 了 Dc= GCCDC) ， 

{定理 10 A) a(b Fc) = ab x ac, 

(EEIN) — ORIEBUR IIO iX ac b, 

1) 如 co, 则 ac« bc, 

2) dm c<0， 则 5c< ac， 

3) 如 ec=0 W gc z bc — 0, 

MAIRAL RS Ar SIC EO I, A GRECE E BSEP ER TEES 
FHER AA MTE. 
8), E AER LER SUE UK 负 的 ， 

(xE3812^) (消去 律 ) ac= be Hes 0a b, 

UNE —LIIEXSQESU 

(3323) HTE ER, c-0-0, 

证 d o-(O0,, x)2, 0- CQ, y), 我 们 有 

(Xis 312(9, 32 — (Xu E XR, X, HE EXE. 


G*0 - 0, 
【定理 24] ab-0«—a— 0 W b-0, 
WE 定理 中 “< 拓 ” 部 分 已 在 定 埋 23 中 被 证 明 。 以 下 证 了 明 
4-9 部 分 。 设 路 =0。 由 年 是 23， 这 可 写 威 
ab-a0 或 ab-0*b. 
如 .a 区 0、 天 中 消去 律 可 得 = 0。 ibo, MAHER 
Hia- Ya, b— E 2/&6—50. ' 
(R£0) 《 符 导 法 则 ) 
1) (-7ob- = kab), 
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D C-ac-D -ab, 

WEBBE AES. 

以 下 定理 竹 述 中 学 代数 中 关于 有 负数 参 如 的 溢 法 的 规 
E, AETHERE) GEH. 

【定理 26] 1) 如 a0, b«0, W ab- |a|« |bl , 


一 一 一 下 


2) 如 an0，p<0， W ab- - (jaj. ]b| 5, 


3 EH 


TT. 证 上 明定 理 %6, 
TB. HEED, 
T9. 证明; G(b—c)-ab--ac, 
$0. Bj: |abi-|a] sfb]. 


$12， 有 理 数 的 除法 


在 第 二 章 , RATE Eg. ACE Go ERE ESI ACT AARAU, 
315 93 3 3 — Eg c aJ d 9 T AERE, RELE 
数 集 至 的 基础 上 直入 有 理 数 集合 ， 志 法 的 送 运 算 -一 减法 就 
mM I. Siipdue mugs —— x 
法 四 , FHDAREUS SL h TEORIAT MEE 606 -— 30, 
除法 就 不 能 毫 无 限制 ， 而 只 能 在 除数 非 零 的 条 件 下 进行 。 

(3138) 对 于 任何 的 有 十 数 a RERAMA b 0. 
方程 

bd —a 
有 唯一 解 d. 并 且 ， 当 a 关 0 Hb = Om, HEX Maw 


上 -一 一 一 -- 一 一 一 一 -- ”一 一 一 - -一 一 一 -一 -- 一 一 -一 -- -一 -- 


"ITEM 把 A PREUR LA. mK. Q 
中 的 除法 不 是 令 中 的 运算 ， 而 是 QXCQ、{0 站 到 有 & 由 名 一 个 映射 . 
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AM _ 性 何 有 理 数 4 是 方程 的 解 。 


证 AO 妖 的 唯一 性 ， 设 5 二 0 。 如 4,e 痢 是 方程 的 解 ， 
RI 
bd = a= be, = 
由 由 飞 尘 消去 律 ，E&= e。 
B) MAREE, Wb0, [EHRG., xi)€a, Gui) 
Eb, Hopy, +ga, UA T AF PII OL, 
ycr, RGR 


d= [Gg "E 
JH RES 


an DIETA -di' PETA 


Xii tRy Xiha Yayay 
Hey: ? Ni — Ya 
《习题 53) ， 按 照 分 数 有 限制 的 碱 法 的 定义 ,这 里 的 前 项 等 子 


CXF, 十 关中 2) 十 天 可 — Xs 


Yi ys 

2G hn txOg)'xyo- xum 
y; — dz: 

Lug, Xaya) t On go Xn) 
FTN: 


(GEO) 。 了 青 由 习题 53 及 习题 486， 上 最 后 的 分 数 等 于 
(Yi + XY) IY cg) 06 ubi PLE EX, 
yi #2. Vic: V. 一 站: 
qp 。 PN 


Qi, Va) — emper t trais 4 


Vds WNIW5 


$2 


于 基 ， 根 据 $ 2 的 注 2 ， 
(is F: y 


7, TETI Ag a jes(xa, x X3), 


故 
bd = a. 
i WW M 
X. X, 
4 - [C32 7:232]. 
不 难 验 证 它 是 方程 的 解 。 B 
C) dtas0,b-0, WXUFAERIIÓ mA d, bd = 07 7, 


可 见方 程 无 解 ， 其 次 ， 设 c=p=0， 风 对 于 任何 的 有 理 数 d， 
bd — 0— a, 


定义] HTHH obcQ. Hpk uo. RITBZLE 
bead = afi — Rd tl, a EREL b 0 BRI, 记 以 4= o. 


在 不 致 引起 混淆 的 情况 ,我 们 赂 去 一 o 中 的 标记 怒 ， 

(E) 习题 47，49 一 53 所 列举 的 基于 分 数 之 商 的 性 质 ， 
除 添 加 除数 不 得 为 0 AREA VITHE., AEA 
(HEB uL) MEE EE SEXE Anm. 


3j fa 
81, irn: 一 上- _ 2 
1) 7 —p-, C70, 
82, à. ba laf 
FERES (5553) 
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$13。 有 理 数 +1. 倒 数 


任意 给 定 务 数 xw。 记 
+1= [C(x 1, x03, 
不 难 验 证 ， +1 与 Xo 的 选取 无 尖 , 即 对 于 任何 的 分 数 x，， Fas 
AR 
(x, +1, XQ,9e2(9, 1, #0), 


同 分 数 EAER RHE E MES l 
A 3 EQ iS, 


(定理 27) 对 于 任何 的 oC Q., 
alza, 
证 设 o asCC £02, ROR 
Cri, Xa) Xe tl, X) 
= (viUa 13 b gs fiXa +x, Cr, +3)) 


= {7 t {Xa Ha), Xa + Xia 0 X4X4)) 
Cet, X.) 


(定义 】 我 们 把 有 理 数 +1 际 以 a 大 0 的 商 二 + 叫 散 有 a 


a» ($ = +1 
a a 


GE 10 hir xatd O6 — $E, A TARA, AT E 
A PESCE PRTA Po GR iE 


d 
A - e (QD) DAD, 
AER 55 E RS. 


(352) 习题 54 一 57 所 列举 的 关于 分 数 1 及 倒数 的 性 
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质 ， 如 把 1 换 成 有 理 数 + 1， 并 适当 添加 除数 不 每 为 和 的 条 
忻 ， 划 这 些 性 质 对 于 有 埋 数 都 惑 立 。 其 证 明 也 酚 以 是 逐 字 逐 
和 名 地 重复 ， 


$14。 分 数 集 杠 入 有 理 数 集 


在 第 二 章 ，# 13， 我 们 曾 用 上 映射 
E:N>F, pE =C, 103 
将 自杀 数 集 本 关于 师 罕 、 加 法 与 乘法 同 构 地 霸 入 分 数 集 下， 
HN jig Ec WECEEWA Cae, 正 是 在 同 构 有 陪 入 的 意义 下 ， 我 
们 把 分 数 集 严 看 成 是 自然 数 集 柚 的 一 个 扩充 ,在 本 节 , 我 们 将 
HE- TEH, ENARE., MAMRIHA A 
ARKEO, 在 这 意义 下 就 可 掀 有 霸 数 集 四 看 成 是 分 数 集 
F CTE, 
Er, EF, 3B gr 
PI BPF) CO. €x, x), 
REEK, EH FERRET. € EAT. WESCE, SET E 
. Bre Yi 所 下 以 及 和 尾 何 的 XE 更 ， 
《Xe X, Foc t X, Fa), 
例如 F(2-2t0y,-2, 2,21, 
F(3)* [( t5 t). 
[定理 28】 BE 8] F CIE REHPOUE) -Q*, BL EREUUESI 
Q'c-qgis 7 —- 9. 
证 A) FEMS. 事实 上 ， 如 F(x) FD, Hj 


TETE ET X422 — Ctxo TN, x$2J, 
(X, tE, XQ)? (XS FE, Fols 


(Xo + + Cr 

Hry, ? 

B) FCF) = 好! 事实 上 上 ， 对 村 和 任何 的 EFLUF)， 存 在 
wera F, {ţa Flr) = Clx tx, Xp), Hri <x +r 《第 
二 章 ， $9, 311), kec, 另 一 方面 ， 对 于 任何 的 
GC, PEro’ EF Hox.«cx,, aCi, Zal, 现在 
没 分 数 x= x -za 《第 二 章 ，3 9， 定义 } , W 

F(x)-2PF(x,—x,)- xa (x, 7 X,), X823, 
EA Tu BS 
(Xy + (X1—X,), Xd Xi), 
W3:b, B8 2, G2, 
(x, (xX, — X9, LX + (x1 一 X12) t X5, 
Xo tY} 
= {Xo Xi, X&acdbXi)jec|(XQ), 入 和 
可 见 F(x) =a, Fac), 
[ 注 】 册 定理 证 明 航 或 后 部 分 可 以 看 而 ， 当 LCx;,*1)] 是 
EA Eg ie <x; 时 )， 它 就 是 分 数 x = x 一 *; 的 对 应 值 ， 
Fix) =C, X122, 
AT AR iH c ) WRF, HE 
分 数 * 前 添加 一 个 + 号 ， RE x A EA R, 
Lpx—-((X,., X.)3, EPpy- xA x.-—xQ 
pim, xS mX[G, 2), Rna- 
TR 
[e DIG Dj. 
中 $ 13 中 的 记 法 十 LGÓX XE. 
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这 样 ， 正 在 埋 数 的 记 法 章 一 化 了 ， 

以 下 是 与 第 二 童 ， 定 一 17:。 ABRE GG RE PR, FCU RE E 
者 ， 

【定理 23,)】 x, eR FX) aC tI, 

(3E3E28,) t (x vc,g)—((EX)to( tH), 

(EE Z8] + (rrr) — CE X) SC), 

EA Y pY o s ptio, Mc am sur mese cos 
一 一 对 应 了 (EAAXARGe HOD mex. y ZEA, nib 
di mg us ex, -5cqgRpugm B bk 
Xp de4pIAGA€ HO EO x, gy LR CGR) WGE 
4 RASA Uca x, -5€ÓZOG { 积 )， 并 且 由 于 
下 是 单 射 ， 所 以 倒 过 来 世 对 。 

REE, -的 意 久 ， 我 们 说 ， 

GBA FP.XTE€SX«Z.t. M PPM DES. 
到 与 正 有 muse cem, 或 说 ， 关 于 之 ;与 之 


WA, ALSS So + 与 


十 ay terae FGRUDPEPTIBDENO. 


3] m 


83. EH EAA, 

B4. ENEE Zi. 

86. 证 明定 理 294. 

B6. 该 证 对 于 任何 的 分 数 yx, 
+ (x— Fy) = + ot y). 

ET. REAT Ee, pEr, 


x TX 
T TI J= pye 
88. ERDE, 814 ACEM- 4 NECDAOHSSO SER IL y8. ED 
Xp. Wite (ERO HEAS ENO, AT, Æ- ERAH aN 
XE BP TIE Se X ZH, 
(0$ mE S1BEX, 
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$15. 在 实际 计算 中 有 理 数 的 比较 与 运算 


首先 ， 关 于 记号 作 如 约定 。 按 上 节 的 注 ， 任 何 正 有 再 
效 都 可 表 成 + x， 其 中 x 是 某 一 分 数 。 另 一 方面 ， 任 一 负 有 
理 数 总 是 某 一 正 有 理 数 + x 的 相反 数 -《+*x》 。 为 了 简化 记 
号 ， 我 们 约定 ， 

用 -x 记 负 有 理 数 一 L(+*)。 

例如 ， 用 一 子 记 + 也 的 相反 数 。 这 同 侍 统 的 记 法 是 一 至 
ÉJ, 

在 第 二 章 ， 8 15， 我 们 曾 谈论 对 分 数 的 具体 计算 问题 。 
我 们 曾 指 出 ,在 实际 计算 分 数 时 ,不 必 直 接 按照 定义 ， 只 要 按 
照 小 学 算术 中 学 过 的 方法 进行 就 可 以 了 ， 而 这 样 计算 的 每 一 
步 怠 ， 关 可 以 在 我 们 的 理论 系统 里 找到 根据 。 对 于 有 理 数 的 
实际 计算 也 是 这 样 ， 也 不 必 直 接 按照 定义 ， 只 要 按照 在 中 学 
代数 申 学 过 的 规定 进行 就 可 以 了 。 为 了 说 明 这 些 规定 在 我 们 
理论 系统 里 的 根据 ， 我 们 在 下 面 较 详细 地 把 何 题 关 述 一 下 ， 

D 当 参 加 版 序 比 较 或 参加 其 法 或 滋 法 运算 的 两 个 有 埋 
数 都 是 正 的 时 ,就 接 定 更 28，.。 把 正 有 理 数 的 问题 化 为 相应 的 


分 数 问题 ,例如 , 正 有 理 数 + 半 女 + 到， 这 是 由 于 分 数 序 < 于 A 
并 根据 定理 28。。 又 如 ， 根 据 定 理 28;:、 定 理 28,， 


140 5 
(+ 二 } + (+ 地) = + ( 言 + 到)= t$. 


1 1X. 1 1... 1 
CY gm tg tue 


Qm, faepe gdocpHM E, MERATE Tnm. 
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D 当 人 参加 上 顺序 比较 或 参加 加 法 或 滋 法 运算 的 两 个 有 理 
数 至 少 有 一 为 0 时， 就 分 别 撤 定 址 16， 和 定理 17 ， 定 理 23 i 


行 ,例如 ,0 过 + L, -- «0, X, 


-21 = 上 ERES 


OEEtOUL bd E App S E NI EE 
KETE OHE bA — AHR, 就 分 别 按 定理 16( 或 定 王 21…， 
XO, EEG, PUR, l1, -L«-l. X 
Wn, 

C3C3-- (03) 
--(*(l4) 《定理 282) 


--(.43)2-.5 
--(«5)--5, 


(- 2*6 DC 3)) 
= -(*G-4) 《习题 86》 
= -人 (+ 二)= -二 l 


内 于 有 理 数 的 减法 和 除法 〈 禁 以 0 除 ) T UAE 
EHRE CE2, DA $ 135421E 10 ， 我 们 就 不 必 另 外 讨 
ÈT, 

E EEE, U DUE HH. Æ BARR A Ea AR FREN, 
同 初 中 代数 中 所 说 移 同 名 概念 是 一 致 的 不过， 本 书 蚜 说 的 
这 些 概念 是 建立 在 简单 而 阳 确 竟 定 义 上 的 ， 
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8$16。 正 整数 集 代替 整数 集 


ERLE, $13, RABE m (Oy 1)) "— 
数 ,并 在 同 章 3 147 ED Eia BAS EBEn px e A 
TEC, EL A CRF c SESUEE RARO, EFEFEF) 
TOP AG. MESIA ATATA: 

(E) PIF = oen pfo dupE X, 3o -= 
( 淖 和 15 关 于 记号 的 约定 ) 的 有 理 数 友 负 整 数 ， 

HW, +l, +2 -34 p GESEXX, - 1, -2, - 3 都 基 
MER, 

RHEI EZERS ARE., MI qv EUM 
集合 

应 该 指出 ， SHEJ -J UJ- ULOM ERR”, 
但 为 了 训 免 同 第 二 章 的 整数 集 码 " 混 洪 ,在 本 书 中 不 采用 这 个 
fm. 

在 第 二 章 ，8 13， 我 们 知道 ， 在 映射 BF ， 自 然 数 集 可 
与 整数 集权 和 相 关于 顺序 、 加 法 和 乘法 同 构 。 现 在 ， 

ERFT, WEDA Y" — FEE ERI COXIM 
序 、 如 法 与 乘法 癌 构 。 

REAA, de. TEAN, SH, HENX, Hb AG 
FONO = ,这 就 是 说 ， -与 定理 28| 相 庶 的 论断 成 立 , 其 次 ， 
由 于 整数 是 分 数 的 特殊 情况 ， 并 且 相 应 地 ， 正 整数 也 是 正 谊 
型 数 的 特殊 情况 ， 所 以, 关于 本 -与 久 ， 与 定 地 28: 相应 的 
论断 都 成立 # .4 | 

第 二 举 的 定 王 18,，19 告 诉 我 们 。 整 数 储 碍 "满足 自然 数 党 
二 的 斐 阿 诺 公 理 并 满足 自然 数 集束 的 顺序 、 击 法 和 乘法 的 定 
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t, AEWRE- TETN- PHEA, TERET 
PRE, ROPAX ERJA TE, RENME E, EM 
18, 19ER, JETER ON, 
[定理 29] 在 J 了? 中， 用 + REN PHL EMT EX 
fimm C 2 AJ MEO AF 
(+n) 5*2 + (nw) 
( 叫 艇 + 的 后 继 者 , WAEN GUEPHEZUNR, M: 
A) 上 1 各 大 
B) 1) WTN +a’, (r0) 1, 
D 0 EMHI, 
3) CBAR EMCI’, WE 
i) +1EM, 
iD yTM +E’, 
tncM—(-m'"*eM, 
m M=F*, 

(XE3XES0) JE SEXTAM IE. REAU BE y XE IE ER 
AIME, semcgoMUPagEX, WATEMA +n +mEJ*, 
DIEM rolt (tH) Foo m 7s. 

B)DCtDmDegCED- +m, 
2) rn) (em)? c Cen) Ctm taln), 
C) Cre cO (om e» ET vie s fi 
tm-(xn)t.C rp, 


综观 定理 29，30, 可 以 断定 ， 正 整数 集 玉 具有 第 一 音 中 
191 


XCPBAZUERNWI- COUPER. iXg$, Eeka ca 就 可 
DARE COS NOW DISSE, $14&5f8 T AD, 在 
gr eg CRAB SIN DRE E BER FON WEN. 

z Fiese 今 约定 ， 

AWJCTPERGSUI, A AAR Ve S2 Seng Iu] Pl x RB US 
ji PESE. x GU ODMCBEUdN edo, Rudi. AER c 
qoEHW ARH RRG [Phi n RER m. 


Bier H Zip ue 3 ， 几 2 记 正 整 效 + ? 。 


到 地 


#9， 证 明 宝 理 29. 
"gn. rtudzg pp. 
91, AHT EA Ea, 
1) a+a=320. 
2) (—13*3——4a 
82. WE, XP BIMPDEENE (xi, xa), 
(Cxi Xs] *X0— CT Xa. 
《者 现在 的 之 的 记号 ， 这 就 是 
(xp X22))—X1— X3. 
这 就 在 我 们 的 理论 系统 里 实现 了 8 1ER, SAFA Gu. X8 E Tub 
悍 数 Xx1，Xy 之 盖 24 一 Xa 的 代表 ，) 


$17. jr RE CSS (5) pup OE f TE 

1£55— 3€, 815, SEATU8 SA Mem Ron PEHHEORACEE, 
UT ff] 2E HESCECUEBH EUH , Ege is A eg IE PLE AEQ BART 
MUssek X FER. 

(x -51 AAKRE WTE, Sif 
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nC J*, fix, 
证 为 了 叙述 方便 ， 我 们 乔 时 放弃 3 16 关 于 记号 的 区 
AE. UU xr ERE, H + x 袁 对 应 的 下 有理数， MrS, 
用 +? 表 对 应 的 正 整 数 。 
巾 第 二 章 ， 定 理 20， 对 于 分 数 x, FERAN, d 
x^ VH. 
E ERU SROS., LAA 
trath, 
这 就 是 所 要 证 明 的 ， 
[推论 对 于 任何 的 加 YE 各 +， 总 存在 ， GE +， 
fx-nEQ. 


思 4 E 


RIAARRENEE, SAT AHECEF , WATEREN ZA —- ikii 
KWEA HUSDDACTUN SÜÉOROQ, HXCT Une X — RETTE 
El ANTAA. TEE in — A EE He He EUR I CIT SHE B 
提纲 。 请 读者 完成 这 个 程序 的 细节 ， 和 包括 应 有 的 证 明 . JST EST EHSAN 
名 称 ， 我 们 暂时 设立 两 个 和 名称， “全 数 ” 和“ 比 数 ”。 其实 "全数 ”就 灵通 常 
BrinspthpfamENOM 0 A "ER", "eE" 就 是 通常 所 说 的 “有 理 效 ”. 


— € fr 


BSRBIBAOESCHSEMRIBUSESS. MORE, IMBERBUmRGSU baWVE X2 ARM 
AWR G. ME. WERE. PAH SARREN AATA PE. 
WX X —((m. rR EE. ERRA AH. AREF, M 
EMPERE EH u, 4e $TürataMERP-L B, e REH) 县 有 
U FHM: 

1, (EFE) REB ln, nU e lnt 1, m) China E TES 
HART JAHDI ES ERRES, y FEAA CH, 
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X-rf-Dpr-LY-XY, Y«USU.X-—X. 
2. (ZRA) OUTERBENX, YcH, 
X+Y=Y4¥, Xs Y-—-YeX, 
$， (Aip XDUTÓEBSUX, Y, Z€H, 
(X4 Y)-bZ—X4(Y4-2), (X * Y) s Ze X (Y+ Z), 
t. UTE ATEA, Y, ZEH, 
X e(Y+Z)=X» Y4-X 9 Z. 
5. GBEHD D UTERE, Y, ZEF, 
XT-Z-—-YLZX-—Y, 
2) RXCFERBELX. Y, ZEH, Kmnzxgd. 
AX€.-Z-—Ys72X-—Y. 
B. (HEHE) HTIENIEDX, YEH, 2; 8 
Y-p-X 
AERE V. jEXV-—X—Y, 
T. (MiB —fHpESIG JE) 
1) FEASA, YEH, UTZI iiA Ahe 
X=Y, XZY, Y«X, 
2) HTE, F, ZEH, 
XL YH YZZ XZ, 
8. 加 法 和 各 瑟 法 的 单调 柱 } 
D HTAR, Y, ZEH, 


AL YSAX HAYZ, 
2) XLPTfERIAX, Y, ZEH, K'bZG, 
XC YX I ZF, 
L.X Ld 


Pts TRO. X0, XX, X4€H.. BX$50. ix BE 
-WFR EEM. EIER EREOLEMABUEISEUN S. NUT. MENR 
BIIISEDXCM ARRIRA, UY. MAMRE EARS ARI ENM h 
doég--SEUPEAD (OXi. Xa) mik— AILES — DERRATE. MR 
EJ FISHURIERDXGLSRÉU E. ts, ta, SEAC tpe 
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S) Bp mM re 
1. GAT c) pb O— KA., VY 和 二 KU, UY) 4S 的 加 法 
ES oe o, UpXPTEQIEEACS. 
可 十 0-04. 4-4, de I —I 9. do, 
2 . 《交换 律 ) 对 于 任何 的 4,，B ES. 
十 B= 二 B+ 4, 44 B-Bse A, 
$3. (HEB ATLARA, 8, CEs, 
(Cá 4- B) -C — AE (BEC), (49 B) Cmm (CB C), 
4 CARO bp Ed, B, CES, 
Ae(BACO)es 4e BAS C. 
6. GEAD DATIRA, HB, CCS, 
Ad C—PPTORATDB. 
2) XDT Ef, B, CES, APCO, 
dA. CB. dH, 
b. 下 车 放疗 在 性 ) PTHLDAIS4, Bes, Ji 
B+ DA 
HED. n X D--4-— B. 
T. (HETE ETERRA, SES, KühB30, FE 
Bs E—AÀ 


KERE. EX E=. 


B. (WERZH S RYE) 
1) HTEMHA, BES, UTEPE EU HR: 
A=B, AXB, BZA. 
2) XP Titígsy4, B, CES, 
ACBBB« Cim dec. 
9.  ONZROEGEBUR M) 
1) 对 于 任何 的 4，8, CES. 
AC De + 人 + 
2) xXirffgii4, B, Ces, RnCo0, 
Aer Pd CH tC. 
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z.m d 性 


TURAS UG EUIS EQUES SP Aty, "gem T, 
Q5 SATF. MENRE. ERELT. C"ELEGLÉOESUHTN EÉEGRSQ 
看 成 是 “一 样 的 ”。 ^ 


106 


第 四 章 实 X 


我 们 的 数 系 从 自然 歼 集 锅 开始， 经 过 分 数 集 下 ， 烷 民 到 
d SUN SO. equi x fragm EE STRE Y, HR 
Wi, ER d) By Hb o e ia I EO EGRS TET PUER] E TE. 
xke OH. p MI EEICHE BUS d. DI Pu feux 
JPWig—4 REAT, RE- 1 WEDE, WECH 
对 和 角 线 的 长 为 4 上 想 如 半角 线 的 长 存在 的 话 》 , DEA, HEJL 
HFE Pythagoras) $E HR, VAR 

àA*À-2, 
在 本 节 ， 我 们 将 证 明 4 不 语 能 是 有 有 ER, 
KAT REPS WaR ERHAN Er BAe A 
A= AÀ, 

EEIJESXENIm. 4 HpUS ETE IE SEN m, 使 = 2 m, 
我 们 说 是 一 个 偶数 。 当 且 仅 当 n= 工 残存 在 一 个 正 整 数 m 
使 n=2m+1 ， 我 们 说 是 一 个 奇数 。@ 

不 难 验证 以 下 事实 ， 

1 一 个 下 整数 或 是 奇数 ， 或 是 候 数 ， 两 种 可 能 恰好 有 一 
种 成 立 。 

2) n Zi cn C. 

EAT PETARGUIIEO 1 EJEN RRA RUE, 

Q STRESE BUDFOEAGEABOUERE, 
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e- om 


前 单纯 考虑 方程 4* = 2。 我 们 将 证 明 这 方程 没有 有 理 数 稻 ， 
HA, 0 显然 不 是 解 ， 具 次 ， 册 于 对 于 任何 的 正 有 理 数 
xy, 《一 Xx) '-x', BOLD A RU -2s5HIEOGIGSPEGE, € 
ETEA 9S ERR, Ait, CL CDVWEUICITEWUAHOEH MSR 
就 可 以 了 。 我 们 用 反 证 法 证 明 。 
说 正 有 埋 数 * 是 方程 的 解 : 
xie g, 


出 于 正 有 是 数 总 可 表 成 两 个 正 问 数 之 商 CE8), MORE 

= 工 ， 其 中 上， 由 是 正 整数 。 这 祥 ， 上 面 的 等 式 可 崖 成 
(5) -2, 5 

HARRER SENCGHUU TE SROETUE, UR RETE ENCR Jg 


Bt GRECE 8, AE CUMRSESLOO BUE RUIEREROHT 我 们 可 取 
Hep ento, 


等 式 [1} 可 时 成 
KANEA Q» 
m 
Hz fb CTOE MEAE eS : 


n* 5 2m. 
WU ntiEUR ER S at, n 必 是 惕 莹 ， 否 则 由 前 而 烈 出 的 性 质 
1)，2?，a2 就 是 高 数 。 设 4= 23, 并 代入 等 式 (2) : 
(25)*-2m', 
2j!'-m*, 


..t 
a petiti ER I a(i) Ed 
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可 见 m” 是 偶数 ， 从 而 ;也 是个 数 。 设 m= 2k, 并 将 它 连同 
= 21 RASO) 


Gp = 2， 
1 
GE) 72. 


KRED, Jarraeg Meet DE, BÆ j<2j =n, 


RA 7t 380r BEEE C 1 } 成 立 的 最 小 正 整 数 相 矛盾 。 
HEARE, HE = 2 不 可 能 有 正 有 理 数 解 ， 从 而 不 本 能 有 
任何 有 埋 数 解 。 
看 来 ， 要 想 方 程 = 2 有 解 ,特别 是 ， 要 想 使 边 长 为 1 的 
正方 形 对 角 线 具有 长 度 ， 有 埋 数 已 不 数 刘 用 了 。 电 
下 研 再 从 直观 上 考察 一 下 上 述 问 题 。 我 们 和 危 道 ， 有 霸 数 
集 太 明科 密 的 (第 三 章 ， 定 埋 15)， 用 几何 的 话说 ， 这 就 是 ， 
TM mk (看 第 三 章 , 8 6》 上 ， 和 任何 两 个 不 网 的 有 昔 点 ， 
TRPEZA, A&ENIZIBIA Mm. HE, RUE 
"we, AARRE "USER" M. DER RAS), BA 
MA e f S s D ex O NI o, 
以 边 长 为 1 的 正方 形 的 对 角 
IRA FIER, AlE O Ag 
TI EAM ER de 
MALIS gu SR eu 0 9 
际 ”， 上 就 是 说 ， 它 不 会 磁 上 图 s 
@ 当 然 , 对 于 这 个 现实 性 很 强 的 问题, 我 们 只 是 从 理论 的 角度 得 出 这 样 的 结 
论 ， 在 实用 中 ， 全 如 在 工厂 的 图 纸 上 , 人 们 是 用 让 再 数 ] 了 ， 了 9， DII 等 等 当 
(pH EDEN Rho) "Ie gen do. 


i09 


有 新 点 ， 知 则 这 正方 形 对 角 线 的 括 旋 是 有 埋 数 了 。 有 带 狂 轴 
ERER "SEC, SOGGiRgdp—^B PST, 

在 本 章 ， 我 们 将 在 至 理 鉴 保 委 的 基础 上 引入 新 的 教 ~ 一 
实数 ,使 一 团 实数 的 集合 既 保 留 有 半数 集 的 顺序 和 运算 性 质 ， 
又 不 下 具有“ 空隙” 。 

习 是 


93 证明， 一 个 正 整数 或 是 奇数 , REAN, PATERNA- HRZ. 
94 A: Wnr EAR, M CETA. 
95i: DEM 5 NDA EAR 


$2, 实数 。 狄 德 金 德 分 割 

在 第 二 章 ， 我 们 通过 自然 数 序 偶 引 入 了 分 数 ， 一 个 分 数 
指 和 的 是 如 = N x 下 中 的 一 个 由 对 等 关系 决定 的 等 价 类 . 在 第 
三 章 , 我 们 类似 地 引入 了 有 埋 数 .每 次 通过 序 侦 引 入 新 的 数 ， 
其 目的 是 为 了 解决 乘法 或 如 法 的 道 运 外 问题。 至 于 现在 特权 
引入 的 实数 , 则 是 为 了 性 质 完全 不 同 的 目的 —— ER RU, 
实数 的 直入 将 通过 完全 不 同 的 方式 。 我 们 把 有 理 数 尝 好 的 满 
足 一 些 特定 条 件 的 子 集 定 义 为 一 个 实数 ， 


BA s 
D EA OHEA (EA ; 
2) 对 于 任何 的 4 EREM EE, auo, 
D ERU EK CH BOO XX, 
我 们 说 上 是 一 个 实数 。 
BNRS IUE AR a, 
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CEN PEC O HE- ceris HF, 
NOB BUR A SC pRSARIED, 2, DERE, REEN 
HE. Bp Qe GU ROUEN. AERE, £ k edu 
T3X, emoa WM b, 

Xt, WERTERA MERONE ERI ec Tuc os 
数 可 能 感到 不 自然 ， 为 此 ， 我 们 阐述 一 下 定义 包 直 观 意 义 ， 
比较 定义 和 定义 ”, 可 以 看 出 ， 确 定 一 个 实数 走 等 于 确定 一 个 
ARLE EO, 所 以 只 要 对 分 割 进行 阐述 就 可 以 了 .在 定 交 / 
中 ,条 件 1),2) 是 实质 性 的 (设立 条 件 3) 只 是 为 维 理 的 便利)， 
它们 说 明 有 再 数 华 鸳 彼 分 成 左右 〔〈 下 上 ) W! SE, FA 
有 理 数 姗 被 割 了 一 刀 ， 切 口 就 是 去 与 二 的 “分 异 尾 > OBI 
》。 我 们 考虑 分 关 { 二， ] , HORRARNME EA t 
界 处 ”《 后 者 是 难以 用 简 革 即 硫 的 语言 定义 的 》。 这 “分 界 


0o-LUr 


? H 
+ + Q 


《的 任何 元 素 aJ EREE EEA 
Bl 7 
Ab" TARERE TMA, WARE OA "mu CERT 
HAA, 555. WPA S BUS ( en: TAE EAT y 和 
所 有 的 “ 空 阶 ”( 它 们 是 要 社 充 进来 的 ) GEE, MERIN 
焉 在 建立 的 实数 集合 多 直观 背景 。 


O unb —p NT XGEC AREE GR E) 的 下 类 昌文 
数 蚌 为 了 记号 上 的 简章. 


IH 


久 下 是 关于 分 割 《 即 关于 实数 ) 的 一 个 基本 性 质 ， 

[ 引 理 1] RE, 三 } 是 一 个 分 割 。 _ 

i» kech, Hidirgixaica, We.cz. 

ii) Wa € E, , HOHER. o, M Wa cE, C E, 

E ”我们 只 证 明 识 分 i》 ,部 分 ii》 的 证 明 类似 ,事实 
E, "Re E, Me T ERAS 0i CF. TEHE 
RPD, alai ANARA aF, I 

A Xu tun, 9135 13E JH ti E— 4 Wu OQ RR. 
T 3E SUB A BTSAR, 

应 谈 特 别 指 出 的 是 ， 在 引 理 D,0 的 证 明 中 ， 阶 用 到 定 
义 中 的 大 前 提 一 一 5 是 二 的 余 集 外 ， 定 义 的 三 项 条 件 只 用 到 
PED, RAHENA- HE: KEQE EERE, 
MRE mI HED , ENDSSESOIEAEEEZO 。 事 实 
车， 对 于 杜 洁 的 4 E55 及 尾 意 的 a CE, HTELXEEGIUARS, 
ka ta, Aia Brih Ta, BWAS D, AB 
a cË, 与 5EE 的 假设 矛盾 。， 可 见 只 能 zs< wa ， 这 就 证 明了 
Eti jg XE X pis EH, 

综合 以 工 的 讨论 ， 可 以 得 出 结论 ， 

[注定 习 申 的 条 慎 2 可 用 以 下 条 件 代 替 ， 

2)' acbpe, c acact. 

条 件 2) ”的 好 处 在 于 它 只 考虑 集 台 上 中 的 元 素 ， 而 不 必 之 
水 到 上 的 余 集 上 中 的 元 束 ， 这 在 某 些 推 怪 过 程 由 是 方便 的 。 

[ 例 1 RE = teE 和 |2<1}1、 则 上 是 一 个 实数 ， 

iux DUE, Pi, g ={a6 Q1), HA A 
LE AAH, EPEE Goh, 


ii2 


(Ban 设 f=@B Uouc cah, 
WERE, 

证 EIGA, A Pieta c O ata, MA EH 
余 集 是 

E -[acQ |a?» 2), 

UTREE nET UK 

D Ei- Q'E -61«2, WO, WARES AT 
AREFE, XMEN2Z2CQ'H2*-24»2, iE 2, 

2) 对 于 任何 的 GE Ea, hamo, Me Egra 
FE, a HR Oca aE, En a aa, A 
a 属于 £ 的 第 三 个 子 集 ， 从 而 属于 

3) 以 下 证 明 E 没 广 最 大 数 , 正 因 匡 的 第 三 个 子 乐 不 是 空 
集 ， 我 们 只 要 证 明 这 个 子 集 没 有 最 大 数 就 可 以 了 。 对 于 任何 
Mace Haec2, BALEA IHEO bI qe, T 
EEE n, dE 


TÀÉa-lco H 
(a plyr2atlsa.l lata. al 
H n 7 "ü 
-a*«3-Qas1)« 2, 
Wa + 二 属于 二 的 第 三 个 子 集 。 但 a<ca+ -， 可 见 这 个 子 集 
没有 最 大 数 ， 


注意 ， 例 2 中 分 割 {€ ，£ } 的 上 类 没有 最小 数 ， 请 读 
者 自己 验证 . 
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在 分 割 的 定义 * 即 实数 的 定义 ) 中， 我 们 已 经 规定 下 类 没 
4A BAM, OEIES30 o8 E LENOTBIEPSEDESG,. np 
ARa ERETT - 

类 所 没有 最 天数， 但 上 类 二 一 一 miem 

LEZS MES B8 p 一 JEE 9 
种 是 下 类 上 了 既 没 有 最 大 数 ， PIRRE 

[jn] EX £ 4535978 Ne 33, £ I 

如 例 2 所 示 。 真 观 地 说 ， 第 一 一 一 一 -ro 一 一 
一 种 类 型 反映 给 定 的 分 割 把 
有 埋 数 集 名 分 成 左右 两 类 Mn 
Bb, “分 春 处 ?是 个 有 理 点 ; 

第 2 种 类 型 反映 的 是 “分 界 处 ”是 个 “ 空 玻 ” (参看 图 8 ; 。 

[定义 7 当 且 仅 当 分 割 信 ，5} 的 上 类 有 最 小 数 时 ,我们 
说 二 是 一 个 有 理 实数 ， 当 且 仅 当 分 句 { 吉 ，5} 的 上 类 没有 
最 小 数 时 ， 我 们 说 上 是 一 个 无 理 实数 ， 

例如 ， 岗 中 的 实数 点 是 有 理 实数 ， 例 2 中 的 实数 上 是 
无 理 实数 。 

RA, EREMO- TER, MANIM, 


P2 RI 


e — e T er 


一 -am r 


a ct 和 a ct, 使 
7? -a-e, 
ESEUME, XDTHEXTVISAMBICE, Eh ETEF 
XE 及 上 类 上 各 取 一 个 有 埋 


_. [4 
数 a 及 4g， 合 二 省 之 差 恰 好 
等 于 这 先 指定 的 正 有 理 数 。 aep 
(H9». 图 9. 


1H 


证 ERa cE, 2€ E, REH RREN RRHH, 
PEERS. W 
- nge 0, 7 ds, 
Gy, Tn € 0, 
HB, 2. -u.ec EL STIL SIE SEXE IR EQ HERE 
M-(ncyf'|a,*n,e€ E? 
FEE, REEE Feo MEE ER, Ut M 的 最 小 数 
2. Mn = 1, 8] Rag, a -a,te, W act, &-£E, 
Ha -a=e in, ^1. n] Haa, + (n, — De, 4-6, f6, 
则 同样 有 a EE，4 €E, Ra-a-e, i 


例如 ， 对 于 例 1 中 的 实 教 ， 如 。= 市 ， 可 取 a =g 
2-1, Mez pp 可 取 a =100，2 =1 ， 等 等 。 


100’ 
" quss decl. owOXEa 15, w-15; 
A TAPRE, Ane 19! uf Xxx a 10? a 10! 
1 ama- Ml zii 
tne 100° n] Ex 100! a p0’ $3, 
Al 2E 


36.upHH 2. 51D EAD. 
97 .验证 意 2, Pl LipegsssER — e. 
)B8.Xrup$ 2. gi itb55 b E SR EE BE. 


$3. 实数 的 顺序 


Nase sux pH 一 个 很 上 月 然 的 想法 是 ， 汉 
且 议 当 实 数 三 是 空 数 # 的 真子 党 ， - 
Et 
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bh, iE XE TS CS EI 
100 。 这 个 条 件 与 以 下 e 
条 件 等 价 〔 习 号 49 , à 
存在 至 少 一 个 有 理 数 <， 
ERTE, 又 属于 4。 后 » 
-Fi 36JÀ T o dE EESCS REKE E, 

CENI 对 于 性 何 的 E，?E R, «SB Mz neu, 
HEDT ICIES ink TE, xv. — 

例如 ， 设 :是 8 2 ， 例 1 中 的 实数 ，5 是 例 2 中 的 实数 ， 
EUH RENOTC Em dius, 


m 我 们 路 去 之 :或 之 + ie 
R 


[定理 13 (ZA) HTE, 1ER, UTER 
TUE HOUR SE. 
Ean, Ln AEE, | 
证 对 于 任意 的 集合 《不 一 定 是 实数 ) £，# 来 说 ， 以 习 
两 种 情形 怡 好 有 一 种 成 立 ， 
L) $san DD An, 
对 于 情形 1 》， 以 下 两 种 情形 人 至少 有 一 种 成 立 ， 
LO FEC Bb E CLEE), 
1:5 Fa E58,， Magny CHia€ $5, 
现在 证 明 ， 对 于 特定 的 集合 一 一 实数 E，? 膝 说， 情形 ID 
1:0) THAO, «GE DE, HEKI O R, WA, HTE 
柯 的 a EE， 册 实数 定义 的 条 性 2» nac b, RIS ERI, 


六 对 于 任意 的 集合 澜 说， 这 两 种 情形 可 以 同时 出 现 。 
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i) ，aErn AHI: Don. FE, CR X 
|l» £2», Ro En, ED yai 

恰好 有 一 种 成 立 。 a 

今后 如 无 妆 全 的 规定 或 志明， 我 们 约定 :用 站 7， 4 
pk T^r Te BER ER 

[定理 2 1 (pue EEnHgci-ict. 

WARRE A, 

实数 0* ， 正 实数 ， fad dé 

在 有 和 理 数 集 好 中 ， 我 们 区 分 了 正 有 理 数 ， 负 有 有 理 数 和 数 
0 。 对 于 实数 党 柑 ， 也 应 作 绕 似 的 长 分 。 和 首先 定义 实数 0 
不 难 验证 ， 负 有 有 理 数 党 

Q ={1E6EQ|a<0} 

是 一 个 实数 。 我 们 用 0? 记 这 个 实数 ， 


一 -一 一 -一 -一 


一 一 一 一 


2) M BOUM E <o, UL E — T fasc, 

-PEKAMU Seq ER, SEE IER, 
这 样 ， 我 们 有 

EA&-(o0*9 1 R'UR., 

CED BONUTARSX GL, TERE: 

1 上 包含 至少 一 个 正 有 至 数 拓 放 三 是正 实数 。 

这 电 1)' 还 可 用 形式 较 简 前 命题 代替 ，。 
(OQ 对 于 任 六 华 各 来 说 ， 这 到 种 悄 下 可 以 同时 出现 . 


117 


1)'0 CE-PERGE XE, 


=} n 
49, XI-GHEERIDGSCNEE, n iAuE 
ES«nes E (1n 2f. 
100. HAEA 2, 
w. 证 明 $ 了 的 注 ， 


$ 4。 实数 的 加 法 


HELE., Mamb ARTF E M a pA A 
d . 384138 JH Hn f hya + 5 组 成 的 集合 来 定义 Eini. 
首先 证 明 这 集合 是 个 实数 ， 

CSIHO XUTPIEXERSE, 1ER, E 

= 人 和 人 | 存在 和 和 bEn iic-a-.5 
是 一 个 实数 ， 

证 10 d£Xta€E, b€n, WacbCt, WEAD, TE 
a€E£, b€nu, WaXTdfra, bK Titi, 于 是 +b 
AG4tc€C, kabet Nac bc, ATi, 

2)' 对 于 任何 的 cEt， 按 定义 ， 存 在 4€E ,68En， 使 
c-zackb. TEH ceat bh, Ece, =a + (c-a, AF 
e, - ab, ike, a€n, "Xe up 3 Ra v PX e. EE, 

3) 对 于 任何 的 cEE， 即 c=g+a Apat, b€r, 
由 于 56 没有 最 大 数 ， 故 存在 4; E$, aa, XH, eu + b CL, 
Ha, +5>c， 可 见 8 没 有 最 大 数 ， 

[定义 ] 对 于 任意 给 定 的 :，#& R, KLR 

tC-(cCGifiitaCE, bC y, ltc- a.b) 


nente enee -- 


. AENM, WAE 
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LE, 
FERRERA WHET, REE + 中 的 标记 杏 。 
GEO 从 对 再 的 证 骨 1) 可 知 , 对 于 任何 的 a € E, b € m 
XU. 2r bETAEI-ERMAMEI. 7 
EWI) (ZR) 5$ -5n-—n 05, 
证 HOY X. 
E+n= {cE QFE EE, b€n, Hic- a+b}, 
y-£-i(c€QIifikb€n aCE, Hic- bea), 
ATTA AK a, b, 
a+b=b+a, 
所 以 酚 个 集合 5 +y ne 0858. 
[定理 43 《结合 律 ) (f+ 十 二 三 到 十 (1 十 总 ) 。 
ut 9 H TE, 
[定理 51 《加 法 的 单调 性 ) 
Eniti tE, 
E Ei<cr, IREEN n. AA o 3208 fe RE 
WE En, acb, 9 2p95]gg 2, HATEHA 
b- a ÉGAL, WREE cE, t$ 


=。 


TE 

ate=b+e, 
由 本 节 的 注 ，a + c EE+FE， 而 与 之 相等 的 +eEn+e， 了 扣 
以 下 十 二 < 用 十 二。 


Om— ma 上 5 组 或 的 全 侣 不 一 定 等 二 5， 前 者 可 能 比 后 者 少 一 个 元 H. 
f89102, 1:085. 
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[推论 】 E—nHAcub* Ant. 
CESI (HAS E+tt=n+b>t=g, 
证 明 留 给 读者 。 


司 题 

102. gé&-i(acQiazilii(acQl i<ad (ol) 12y, 

=b EQ bL B x- 
试 证 ， 划 在， 月 是 实数 ， 且 是 无 理 拉 ，， 

i) E+ n= EUe (可 见 和 + 的 余 集 E 二 1 包 合 2) — — 

iD a Femba ac E., b €n. E atb 2 (COL d-- Ha 十 b 组 
KU c eS). s mE 

003. iE, n€ R,. WURF E n ERAF ta 十 《其 让 aE Ek， 
ben) tumet METES FA 

104. EAEE 4. 

i05. EEA G. 


§ 5 .实数 0" .相反 数 .减法 .绝对 值 


我 们 已 经 在 3 3 定义 了 实数 0"， 
0-4. 
0* JE 3c c RR po c t gc. 

CEET) XT dE dngse€R, 

二 0* 一 二。 

XE 对 于 性 何 的 :Et+0*， 存 在 4 EE,b<C0, 合 c=a+5. 
于 是 c<<a， 故 c € E, -PE HTE EE， 由 于 2 没有 
Ekt, waia, Et, aca ROAS 

da dr (a—a,), 
Ha, CEHa-a;«0, Macit ot, 
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为 了 引入 相反 数 械 念 ， 我 位 先 证 以 下 的 引 理 ， 
[可 理 1] 对 于 任何 的 E56 R. 509 
Bxa-ot 

fu Me 

XE A` 叭 一 性 。 加 kk，4 都 古方 程 的 解 ， 则 

&t£rgp-0*-ELcÀ, 
gg. 19 
K-À, 


B» A. it e B 
u-ib€ Qi da ri r a 
€ E H a RE E phth ” 
数 , 使 b= - a}. (H119 "ET 


首先 证明 # 是 - -个 实 效 ， 

10 fa €f. 3,32, Na, € E Ba E frg 
Fug, K-a En Mau D. Ratt, Wac iA a 
EE, Wb - a4 C- a), i&-a cu, Bi—a€ a, Wi 
PES 

250'Xb TAEA ELE, bb ET -.,Hng.€ 
E, OW T4 BERE 6Kdh. —-e-b-a€£,. K 
CEE 不 是 EE 的 好 小 数 ， 所 以 c Ey, 

8) HTA Eeki, ATES- a, H aE 
EERE E BRNE, 可 取 aj E ERa, a. RA RREO 
HAE, Hha, €. [la aa, RPA Ha, € E EL 
AERA 不管 古 是 不 十 的 最 小 数 ), 于 是 一 4 € a. 
B-a, >- -bp iihb€ufE S Tz, 知 z 没 有 最 大 数 ， 
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fr EHE SCRI f TRAITER TES DOR 
$tu*. 
B pe EE a Weri € E 及 a € E. Hic -a-(- a». 
于 荐 .= 4 一 gq <0， 散 cE0*， 另 一 方面 , Hc C O*, Weco, 
控 2 的 引 埋 2， 对 于 正 有 理 数 -rc,， 可 取 a EE，a EE 有 ,使 
& —ü- —t. 
我 们 可 设 a 不 是 的 最 小 数 人 。 这 样 就 可 写 
€c-ati-ua), 

其 中 a €5, 一 a €u,H cCIen. m d EE u-0*, M 

[定义 3 对 于 任何 的 EE 本 .我 们 把 方程 
的 唯一 解 # 叫 人 艇 5 的 相反 数 ， 设 作 4 = 一 二 

tt 05, 

请 读 溢 证 明 以 下 定理 ， 

CERBI 1) 0*c5 CHIC) -EO 
<£ Bl Á E ER), 

2) &c0* CREER )>0t- E CD - EE RP), 

3) £c Ote 0E - 6. 

TA, ESCAS SU, dass ugdu so 
A EER’ 0* dés —BE-F A DAR, 

E TIE Aen E ELAR E, ix npxuL gs Rid 
在 第 三 章 我 们 是 在 减法 的 基础 车 讲述 相反 数 的 ， 应 


As E] 


-一 一 

DiRT., Hep ami AAA THOT. Wac, de aca 
并 设 01 一 9 十 (01 一 0)， 于 是 仍 有 921 EE aE E, Ha aj à am — e, iXRE 
0; cR ENT. 
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该 指出 ， XX GL EA T HEP B3 EAN A, JP3bI C xU 


上 的 不 网 。 
(8H8 22 AFIRME NER, JE 
站 上 
AE- bu. 


证 ^) 唯一 性 。 出 消去 律 ， 

B5 存 本 性， 设 k= 上 +( 一 1) 。 技 相反 数 的 定义 及 定理 
7, RHA 

"negp-ent(rC-mp)e(0pr(Q-0m)r£-0t-£-i. W 

[定义 对 -人性 何 的 £，7E€ 可， 我 们 把 方程 十 ii 三 二 的 
ME — KR E E nd, 记 作 R= gH 

Pt 

在 不 致 引 起 溯 清 的 情况 下 ， EX. 去 一 + 中 的 标记 R, 

[ 注 13 由 引 理 2 Wit BO , np AER G AEH 
梓 ， 碱 法 可 化 成 如 法 : 

é-nzét(-m, 

[ 注 21 ARAARA FUB DAR Boi a Reb E 
HARREM C(38LGE, S$10mgbkl1, jEEE9RIEX20) 
同样 适 册 于 实数 ， 其 证 明 也 可 以 是 逐 字 逐 铝 的 重复 ， 

最 后 ， 我 们 考虑 实数 的 绝对 值 ， 它 的 定义 同 有 有 理 教 的 情 
JE— FÉ. 


[定义] 
b, E>0*, 

lE|- 4 0, Ec ot, 

— f. HEKO, 


一--，---.- 


1 1 被 称 为 实数 的 总 对 和 值 。 
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(x32 在 第 二 性 给 出 的 绝对 值 的 简单 住 质 《第 三 莹 ， 
$108gikE 8, iE A, 248760. 以 及 利用 绝对 值 确定 负数 顺序 
的 法 则 (第 三 章 ， 定 于 21) 与 利用 绝对 值 进 行 有 负数 参加 航 
者 法 的 法 则 《第 三 章 ， 定 理 22》 也 者 适用 于 实数 ， 其 证 明王 
以 是 过 去 证 明 的 逐 字 逐 可 的 重复 。 

2] E 

106. IHERB. 


IPT. gE: ERelge-—uel-—& 
108, H: Edrei = pcs E, 


§ 6 。 实数 的 乘法 


定义 实数 乘法 比 定义 它们 的 炮 法 要 复杂 。 对 于 任意 两 个 
ZAE, ， 我 们 者 不 能 象 定 义 它们 的 和 和 那样， 简单 地 用 一 
umgera CHopaCt, bE mof ERE Een, X 
是 因为 ， 实 数 志 与 都 包含 绝对 值 尾 意 大 的 负 有 理 数 ， 从 而 
6 可 以 是 正 的 并 旦 可 以 任意 大 。 这 样 ， 由 一 邹 可 能 的 4" 组 
成 的 集合 不 可 能 是 实数 ， 否 则 由 实数 定义 中 的 2 》 就 推出 这 
集合 的 余 集 是 空 集 ， 与 定义 中 的 1) 2PJR. TH, RIAL 
交 两 个 正 实数 的 积 。 在 此 之 前 ， 我 们 将 和 证明 一 个 雪 理 ， 以 保 
证 定义 的 合理 性 : 

“ 引 理 ] 对 站 三 何 的 实数 4 之 0， p20, 

c- U uA, 
Kpd- (c EQ Fiia CE bem amo b 0, fic zarg} n 
EE ET 


一 ~ ~ —— 


(Dig HUS Rr ta D, 00207 可 由 其 他 条 什 推 中 


424 


er 


证 i01»5£e0, H5. MESE, INED0*, s20*, WE 
存在 a€6, b€g, a0, b>0 《$3 的 注 )， 于 是 opE 4， 可 
RAAD, 尾 取 a Ef， bEn, mao, b0Hab 
KPIR JER, CATA REKTO U {0} 的 元 素 。 于 是 a b 
tt, Mabet, HW. 

23 cet, FEE eL, WeZ 0, nj Hi 5 HE, 
c, €£, me, > 0, Heo 0, TETEE, bEn, a0, 
b 0, fic-ab, 现在 


EF £16 -- (a) b. 
Hoce Le Rao, soc lc] B. 0 «f «aca, 于 是 
a EE, ilie; € AcE, 

3 ) ERER i dU BOCK, MTAA, AREE 
ARERR AHAT. MHIAN EA, Ea EE, bEg, 
a0, boo, 使 c=ab， 因 二 没有 最 大 数 ， 故 可 取 a EE, 
eo, XxERHLHa,bCA, H e-abcab. HX ERARA. 
x. 

[ 定 兴 13 HT eree 0*.n5 0^, WEE 

£29 Ui UfcE 97 LE TEG CE, ben, a0, 00,8 
cab HES n UR. 记 作 | 

b-ftn E 

[ 注 1) 从 引 理 的 证 明 15 可 向， 对 于 任何 的 a EE， 

b E mA. a bRmCPRL-tenü Am LO, 


a: Fd eT ENT, 前 者 比 后 者 可 能 少 一 个 元 素 . "fe 


- 置 习题 108，110. 
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- 注 23 THES RANER 1) WA, HF EDS. 
站 0*， 总 有 Sag>03， 即 两 正 实 数 之 积 总 是 正 实 数 。 
现在 ， 以 正 实数 之 积 的 定 闵 为 基础 ， 我 们 按照 中 学 代数 
chau xE, AE OSLPNGRGSCP SOR ERKA: 
(X22 XCPAEZXBMpRACONIEBUSCER E, m, WE 


0*, mE = 0* pin = 0*, 

P LESPSEPIEIP MEC 0* Hog«z0*, 
—(Q£]*al]nD, — SED0* By, 
WECO Hy 0*. 


现在 ， 对 于 任何 的 E，w€ 本， 积 E WATE., EF 
致 引起 混淆 的 情况 下 ， 我 们 了 略 去 "* 中 的 标记 吾 ， 有 时 连 。 也 
Wi x. 
注意 ， 对 于 有 理 数 已 证 的 公式 e0 = 0 (BI*X, E 
23) 以 及 利用 绝对 民选 行 有 负数 参加 的 菜 法 的 法 则 (第 三 章 ， 
定理 26) ， 对 于 实数 来 说 ， 在 这 里 都 是 定 闵 ， 
[定理 90. CAME) En 50. 
UE 10 1t£0*, np 0*. WEE 558 HB 3 MHEARA, 
25 UE -0*2Eg—-0*. xj BOE L2, 
En = 0* =È, 
3) E E-o*Hnco*, MAEN 2 REER, 
£g - |El elni = Inl «151 = nE, 
4) WE0*, notk Eco", noo", BIEEHIE X2 A 
Ium 5, 
Eg: = (Elei = CIs] ED — S£, 
CERI (BRD 《3295 三 EEC) 。 
证 明 留 给 读者 。 
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[定理 112 CARPO Eint En e 80, 
W 10 设 E >0*， got, Co0*, E, 
i+) -O £03 UA, 
其 中 
A-id€qQ|igacE, bcr, cE, a0, be-c»0, 
fd = et 十， 我 们 可 设 某 化 中 的 总 cwe, D 
hb 0, UA 
BO- AI, BIH Co]881135, 
n+ 9 JoUS, 
其 中 
B= {e€ Q| a, a. C5, b€n, cCE, a>0, 
8, 0, b70, c0, fEe-ab- ac), 

. f&e UT 2A I, EA, AE. g eE E 
md HAEG REHEB A = BARAT, gx b, XJIIUH HP 
数 米 说 ， 我 们 有 

Qo 于 CT ac, 
H-A B, 5o -Am 


ab a,« ear EEG) 
E a 
"a0 bxc). 


Hoca xa, 风 0 c iem, Mn ie EE 3 Hah e auc € A, 
"n ABTA, hiag A 2, 
Mma Ep ERRO, 

QE. Awa, 500. cz. M b+, A185 33*， 不 从 证 明 AA. 
112»). fa €L, fBD.c b- e, HERBam-Íblce)-—e. ajuccimbee d 
Harb, Mob € n Ho, 7D. 
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I)》 斌 关 ，”， 吉 中 至 少 有 一 为 零 ， 此 时 定 至 中 的 等 式 
e gd ma. 
Hi) WE. n, LCW'mEVA—IÍÍA. xXx X ETE 
i) £20*, g«0*, £«0* ， 此 时 出 定义 2 及 部 分 I) 的 
和 苦果， 我 们 有 
éGQ ré) = —(|ncti- - «cnl - 1651» 
= 一 《二 | 有 | 十 让 | 让 | =<- Ein +s- liD 
= £n -- £C, 
i) £70*, noo, EOF. 
Aratz0t, WMA 
»-igrbi)vrt-0D-r-DeIti, 
散 由 部 分 I ) , I 》 的 结论 及 定义 2， 
eg = dig c) +E |= En D + CC ED), 
于 是 
Šin t6) = £n - EL. 
如 y+ 之 0*， 则 因 
| 六 十 二 | 十 用 = Qe 十 用 = 一 去 = E, 
HI), 
Ein t| cr Eg E|EI, 


-E+ E) +Ey= —- EL. 


E +E) = En + EC, 


lii) ED>0*, y<0*, 203 此 时 把 ii Pion DHdA 
a ET. 


iv) < 之 0*。 此 时 水 论 n. CSE, fas RAZ, KEN 
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Emt — Celio e 5», 
TRES EdmgBIEIGSHEILGLY 2 ， 仍 可 推 击 定理 中 的 等 式 。 
[定理 123 《乘法 的 单调 性 ) WEE n, 
10 b0*, WELL 
25 Nub 0t. Jünb-—6u, 
s» li-ot, Hinr nb o*, 
证 159 EED, B E<n, dtt-—n«c0* 《习题 108) , 
TdéÉdgX2, 
(E-MEL, 

RWIE S 7A Aaa Aarah, T4 
Eb — n0t, 

所 以 《可 题 108)， 
EL n. 

25 设 E<0*， WR ÆA., v 

30 ik£-0*. WETH, 

[ 定 还 13] 《消去 律 ) EE = HL.40t—E-5. 

DA LI. 

CEEOC OUT BRE REO PP) ESTEE CE XE, E 8824), 
PEIE CIRCE, GEÉTUZ5) ， 屁 法 与 减法 和 机 联系 的 
众 式 【 习 题 79》 以 及 积 的 绝对 值 公 式 《 习 题 80》、 对 于 实数 
A RREH., FEHER ELT Ep ALL ut53B85x& Exe sd. 


3] 题 
1089. i E= Upah ia Ent atc 2j, 
" -0 U0 eqs pcr), 
(0 GO. GTML) 的 结果 及 习题 107 证 明 。 
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4Ru D t nRCOTÉE, HETAN. 
ü)&n-le€Q c1) CT Eat En $05 1). 
üi)xpc4BAIüja€ t. ben id oboi (TUA Ha b 组 成 
.的 集合 不 包含 1) . 
1. BE nC R* . 试 这 轴 于 17 岂 不 广 于 一 切 8 b (Ahat, bE 
姐 成 的 集合 的 有 理 数 不 能 多 干 一 个 . 
tii. ERR E ERU. 
1312. iXkRc Et, H gde. uupÉEXRCEE, Bed. 
1137 FAE RA pA 
£n EC = Q7 U (011) B, 
tii. AER. 


$7. XE :倒数 :除法 


我 们 把 2， 例 1 中 的 字数 记 作 141" 
1*-i2€ Qiscl). 
1*4 SCHEEUEE 6 e 1d 078a 
ptu 
u 1) 设 三 >0 uLB] 
£3 *-QUIio UA, 
其 中 
A-(c€qQ'Ifiíra€cee, a»0RbCcO, o-b«-1, fk 
£-ab), MRT, ET ERREA: 
:= Uio UE, 
其 中 
5-(a€Q'laci), 
fit, HDEEBPA- BRAT, HFAA EA, FE 
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EE, 00ÀS0cbc1, fic-ab 于 是 0 -c-abca, W 
CE EcZO,u EcCB, 5—Jrd, xPrfEiasa€ B, Ri 
Ha€E Baz 0. (tla, CE Hacca, WO T1, Sh, "EN 
a-a (T). WETH a € A, KREHTAS= B, Mii 
$*1* - E, 

25 设 5=0*。 则 由 乘法 定义 2， 有 Dr 一 0*。 

3 )》 设 二 二 0*， 则 由 乘法 定义 2 及 部 分 1 ) aufiut. 我 
们 有 

CE 二 一 = 
ATS AJREC OE. AMARA BOYD) BH, 
(S]xE 3. A EDOt. WE 
u-qQ UioUA, 


其 中 
A= LEO Ti a € E TL amp E nie, 
ie- t, 
a 2 


则 k 是 一 个 实数 (参看 图 12) 。 


El 12 
证 i10 ENaCt, Ja a, Wa, CE BOREL 
MEDS, BELEA KAAS, Elcg, X, 
ü1 


i31 


HES, ARa EEHNa>0。 T EOoCacH^aCE, 
wa SED, ign MEE, Hura, 


2) AET AE I Rb € ea 及 任何 的 有 埋 数 5 <b, no, 三 0， BU 
bA Ta We >, DH5LO.lKkTi5€4 TEEdXEaC€E. 


ib- L, Majina i, mih ocb co HET a. A 


"LS b, 


del ARE EMEA, Feb = j EAC. 


35) £A PIRH a BURAKI. WAA, qx FUE H 
AARONI Ya PLEA, ia € E TL 

--—- - " l Uu mE paoa a F 
R Esp. Wb cr. Ep, Rala, BW 
YOUBHE, BROMA Wa 之 4; 之 4 XH, 2E 
于 县 本 中 二 的 最 水 数 。 于 是 二 E A, Ho«có- ><>, ih 

之 2 

à EAER, 9 ALEEB ISO, | 

cuspm22 对 二 任何 的 到 0*， 方 程 

ép 1* 

HE MB. 

证 A) 唯一 性 。 根 据 乘法 消去 律 。 

Ho 在 在 性 。1) WEE 0*, RREH SE 1 PARA 
HENE (9 ` Jo E, 

ence 10; U5, 

其 中 

B- LEQ i fecota0HatC€allaEsiya 


MK, b= ahy, 
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届时 ，19? 可 去 未 成 ， 

-eg UiO UC, 
其 中 

= [eE 0 cct), 
pqum. mnewnB-cC, 就 可 证 实 fE4x=1*， Sog b, WE 
从 的 hE B. jgEaCé, a-0ERaCE, Ebo a* .办 
0c-ca«a.MO- b«I,H M bCC. 58—J dm, xkUTAEBI 
&iccC, WÜ foci, 为 了 证 明 c € B, Rega 
-^d€&, do, ^ € 下 呈 不 是 的 最 小 数 就 可 以 了 I 


为 ， 如 能 作 到 这 一 上 秒 ， 我 们 就 有 c= dE B. 现在 , 任 电 一 


c 
^«€E, a0fE dE. mS 259 BE 2, HPE BIN 
a-a, BEEE, d CE, f 
d —d-a-a, (12 
xt IB EngoodEd = (d — a) +a SMB X0. Gh, [t- 70, 
WRR), 
d -dsa(1-O« d(tt-c)» d - dc, 
TE E 
-dL- de, 
dedd 
4c. 
C 
可 见 "ucc tmmm ERONI EGRE CIUPA TE 
SOR, MAUI Pce B, ROSPRSB-C, piós-i*. 


RN: 


2) WEO", EELE >o, Ga reri» PAJE 
4S BRET 18 E R, 
éle = 二。 
Rico", — u «0, 故 由 乘法 的 定义 2，。 
éC- uu S jije- 412 Ele =1* 
让 地 = -u EAER, 
CEI 对 于 任何 的 8 考 0*， 我 们 把 方程 5g — 1* 的 唯一 
Rot or Bel, iof E o Ent, 
ES l 1t, ~ 
现在 ， 以 倒数 概念 为 基础 ， 讨 论 实数 的 除法 ， 
[ 引 理 32 对 于 任何 的 实数 及 任何 的 实数 1 二 0*, 方程 
Ne= 
有 唯一 解 k， HA, MES40*H yg =o, JENI 当 


一 


LRL -a LS M 


= 二 0* 了 时 ， 任 何 实数 k 是 方程 的 解 ， 

证 A0 当 #* 关 0* 时 ， 解 的 唯一 性 显然 , 

B» 设 n 关 0*， 风 gp = iy ERER, 

C) 定理 中 稍 下 部 分 的 证 明 辐 第 三 音 ，$12， 引 理 的 证 
BC) à, E 

[定义 》 对 于 枉 何 的 实数 5 及 和 性 何 的 实数 wy 二 0*， 我 们 
把 方程 nup E BE — EUM E PRA n or 的 商 ， 记 以 


= Èn 


n -* E = 
"s ( " r} a 
TET SES DSTE BSTHI v, RE 去 ~ PHIR, 
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[ 注 12 dur d] x de RR BREOPS- TE Y. fe gn3, [8 
4i) 4 


u ") 
B 0 (5 x 9n) 


Jt Bale a 3 的 证 明日 ) > 可 得 

TET ER) (n +0") 

T E aulicis i e fes 

(R25 TAEA AARAA CABLGE, Sir 

注 》 ， 除 法 的 符号 法 则 《习题 31) ， 商 的 绝对 值 的 公式 《本 

通 323 . VE AE Y ACER P nr i 8 3X LCS 8, 8 13， 

注 2， OTT ICE LRIRGORO), Apu gaika, 1t 
kE DD] qu] bI E t XR TA. 


$8. 有 理 实数 :有理 数 集 嵌入 实数 集 


WES 2 ， 我 们 已 定义 了 有 琴 洋 数 ， 这 上 就 是 其 余 集 有 境 
小 数 的 实数 。 以 下 的 天 理 给 出 有 理 数 竹 有 理 实 数 之 间 交 址 本 
REX, 

[ 引 理 1] £f i eyna, dE 

E -(bE glia), 

证 15 ^". GERE Edmund, JEE mubi 
a, XM p4£fjí855€£, Aba, 5--Jjsi, XI-F 4E pih 8 
Poca, Aajt EWR, MODE, WUbetr, 

2) “e”, XU MRa, WEE CM a)», 
AREE CEA, HIER IB. a 是 的 最 小 数 ， 

今后 ， 对 于 有 型 数 a ， 我 们 将 用 sa 记 引 还 1 中 的 在 纪实 


i35 


2 
ER 
0*-(b€gibco-, 
1*-f5€gl^«-1), 
RAE E 3 与 7 中 的 记 法 其-- 狼 的 ， 
RERE 记 一 男 有 理 实 数 的 集合 ， 
HHZ S 2 的 和 阐述， 我 们 是 用 狱 德 爹 德 分 山 反 有理 集 从 分 
成 左右 两 类 而 引入 实数 的 ， 其 中 左 类 即 下 类 被 称 为 实数 。 但 
我 们 心目 中 的 实数 则 是 左右 两 类 右 理 数 之 间 的 “分界 处 ” 。 
不 过 ， 这 只 能 是 一 种 直观 的 想法 ， 因 为 实数 各 有 理 数 属于 不 
同 的 数 的 系统 ， 不 能 记 较 辫 们 的 大 小 ， 现 在 ， 引 理 1 明确 了 
有 理 实 数 ( 它 们 是 实数 的 特殊 情形 ) SATAR XX, dd] 
就 可 以 把 上 述 直观 想法 确切 化 了 ， 
[ 引 理 23 为 于 任何 的 点 入 本 及 任何 的 5 生息 : 
1 oC eate E, 


一 一 一 


25 aE zx ua*, 

5| EHENI, AE, E 的 下 类 中 的 有 理 数 所 对 应 的 有 
TERRAE E, 其 上 类 中 的 有 理 数 所 对 应 的 有 理 实 数 
都 太 于 或 等 于 实数 ， 

证 1) 设 a EE Bath, CEH- ULF at 
FRNA A a Cat, HL a Eat, HIETE a Ean E, 
Watc E, YAE, Wtetec E, METE Cat E, INS 
b Eat, Bb Eat, SRE, bREDT a hA R, Hp 
agb, MAREAK b CE, nNaCE, 

i186 


2) jira€E&aec ERMEE A, £zattjot 
Ar EKHE ARE SX, Muo,2) B R., 

CED CAE RHRS OE aJ EAA SIME, 
2 PHAR E. HAPEE, ERKA E, 

ALE, 813, REHIMEN RTA, Hp 
TUE Pk] HUE A XDAEGe. ARESE, 814. Est 
EFAA., INSARA BINE E HN AEQ. rui, 
Sp p —EERS $ugi:sHEE SQ o DERIT, JMPLISRORTA 
[8] E SLE AS Xr ALIE ox FED E XE 就 可 把 实数 集 眉 着 坡 
jà i mi ES — 43 75. XX Tr TREE Ir R39) S gr: rd 
B punicm A, 

[定理 15,] WEO OR dp 

a* (be dabat. 

RI ( TEE TTA EPPETEEIETTTM 这 就 是 涪 ， 
C ot MK Oo39:c Rx, 


证 15 Baig, PI Art. Was ias mM pa Ga AI 
EL, a Ee Na" Batna", TACO ETI, 

25 3A 1 Buen EEG RO". 

(E ERT5;2 a, qd di a ads a 


uk H1S H EHD EEIE “>” NB4R. LA 5 
< 者 其 有 二 此 人性， 所 以 “<” 部 分 与 “全 ”是 等 价 的 。 国 

4H. SES Emi eR TERSTDUSETTS, JPRDULBH 
dpnuucx d. B8 209. —p3HEOES ESSA may 
£g né — AIR RRN EA. DSni— 3€ IS RREYA GET 
Püd Bb i-—-rqpekIAAPngs 5 CASE A a p E nu WB 
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分 ) 。 为 了 全 实数 的 图 象 单 -- 化 ， 我 们 准备 把 一 个 实数 的 图 
RERE DA D ERREALA, 定理 15, 告诉 我 
id. GABA C  )*， 有 埋 数 集 最 保持 原来 的 顺序 被 映射 为 
有 再 实 数 集 昭 * 瑟 可 ， 直 观 上 可 以 这 样 看 ;把 有 至 数 轴 所 在 的 
直线 释放 在 我 们 准备 构造 的 实数 轴 所 在 的 直线 上 ， 有 埋 点 就 
"ERA ES ERSDEUR (E13, 2) 有 了 有 埋 详 数 点 ， 
再 看 怎样 确定 无 理 实数 点 。 设 二 是 一 个 天 理 实数 ， 引 理 ? 
及 其 注 涪 明 ， 对 于 任何 的 5EEUM 及 任何 的 5EE， 总 有 b* 过 
ELD ERE, CELERA ENE-MAR 
b+ 与 一 著 有 更 实 数 点 b* 之 间 的 那个 点 (图 14) 。 


这 梯 构 成 的 一 切 有 旦 实数 点 和 一 切 无 理 实 数 点 合 组 的 点 
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集 是 做 实数 办 ， 应 该 指出 ， 我 们 过 去 在 第 一 音 ， s 6 构造 分 
Pix CH 40 以 及 在 第 三 草 ,，§ 6 构造 右 理 数 畏 (图 5》 B 
采用 的 都 是 机械 式 的 方法 。 现 在 ， 在 构造 实数 纯 ， 特 别 有 是 确 
定 无 理 实数 点 的 位 置 时 ， 妥 用 的 只 能 是 描述 式 的 方法 。 我 们 
没有 统一 的 机 械 式 的 方法 去 确定 无 理 实数 态 的 位 置 ， 
HE1) HEE ra,0*, Rba, + 44, Dp Bb — a.a, 
按 有 理 数 集 旭 的 稠密 性 ， 取 cE 如 ， 使 
b~ a, e Tas 
设 4=5-c， 则 
Oc dc ea。 
TA 
b=c+d, 
其 中 5 Ea*, dca,*, n[ Ub ca," ta", 
2) bCa ta", WifEfecCa,", Mecas A 
dEa,*, d<a, 使 P=e+d 这样 就 有 ?之 z+ a，， 即 
b Eleita)", 
(5E 2815, 7 Cargat = a, * *Qa,*, 
可 分 四 种 情形 证 明 ， 1 7》 eo a 257 À—2O0, 2) 
他 1 70. 一 下 一 入 4) a, a, 
情形 1 》 地 显然 的 。 情 形 2 ) WEHE Erg. AITE 
形 3》: 不 妨 引 用 2 ) 的 结果 ， 以 及 符 导 法 则 和 公式 
(- t= —a* 
《习题 115) 。 铺 形 4》 的 证 明 与 此 类 似 。 请 庶 者 补 出 证 明 的 
Au. 
按照 定理 15; -的 意义 ， 我 们 说 : 


139 


TEC )* ar ， KT <a SIT . +5 te o 与 Cas. 
APAPO SAELE R CH, RA, KTSS 


tS te t'e Qui PISO, 
在 这 样 的 意义 下 ， 我 们 可 以 把 o 同 o* 和 看 成 是 “一 样 的 。 


习 题 
115. A: (—a)*—-— 0#, 
1t6， 证 明定 理 154. 
117. iF: (0,— 90g 9*—G4*— naa", 
` ü *— g4ł 
118， 对 于 az0， 证 明 (M. ) 一 2 


dg* T 


$ 9 ，. 整 实数 - 正 整 实数 集 代 符 正 整数 集 

TREE. $16mjf£qgay, RRI, m. 1, E, PRX 
FLER, H-n — m. vh —k, ZICH pyt 
EE. 

 OEXO Pirna mS RE EXE, JE RC m* - 

二 喧 @@ 的 有 再 实数 叫 负 整 实数 。 正 整 实数 ， 负 整 实 煞 和 和" 统 
称 为 整 实数 。 

二 切 正 整 实数 的 集合 记 作 吕 ,一 急 负 整 实数 的 集 仓 认 任 
zm, 一 切 整 实数 的 集合 记 作 五 ， 

Z-Z yz Jio}. 

RH a 

EEH C )* p, ERRES CONNER Er Ec 
REG. MAMRE H. 


q:; TTA 
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Birji sogh $ 105 b efe mns. 

EU WE op, WIA AREEN HR, Pd] 
CTGEGDSUERGRRI C O nZ m. 

(nt) z = (ni, 
natio ED. WZ EEN nose SR, 

定理 17] dade EE. BEHRUSUS 分 别针 jua 
ASI. EIE MOFARE, 

LERE AIER R ATE E, 

HAAA ERA URTE EAZ HAA pE 
TRIREGENG-—UTEMY, xx F6. Hoy RE HR, E 
Po RRAZ Gn VIT MGE dE CE CES LM, $16fQ 
Xt] SEXCOCRW., 而 而 洛 关 已 在 第 二 章 ， $14 民 震 了 自然 数 集 
AN. HERRIA HI OE HRM EN i ER. 


jj BH 


pRO 18. 
tn rr 
121.4 TA ar d ER RTL E pe patr t md od CR TEIDINSBS). 


$10. TPE EE p E IP MEOS AS DE 


[ApXAGEGe AU n A EO- FS GLDZDGEGJERGG PET, 
E ME T EMLA E, n DIRE (EÀ) SEU. E 
Iagan ERDERAZ R A ERER EK, dX, GDHE 
po AT. 不过， 为 了 后 面 避 用 的 日 的 ， 我 们 将 证 明 ， 人 在 $， 
S424 5x4]-dé— SA TEGExAR, qu Rebdeird mox. 
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[定理 187 RME PIERE ET, AAT defi 
MEMMEM tb 

iE Bite KURE e c £0, WIRUN, 
ku aben Abc. daxÉDBIS.,, ctc TR B. A 
2, ġe EE 推出 8 三 c*<b*， hbe nihh cn, g 

同 分 数 集 司 和 正 有 理 数 全 她" 一 样 ， 正 实数 集 忆 :具有 阿 

CEEI (EKRE TIEK E ER", SEE 
nf (EE, 

证 tReet, Wesc, REGBTESOE, Me 必 是 正 
Hm, KEAMKO AREE, A Te, 存在 正 整 数 f 
ican, Perca, MEC, l 

“推论 ] TAEAE CAR. finez dunt. 

ET RTINT. 

[定理 20] 实数 集 性 没有 最 大 数 ， 特 别 是 ， 对 卫 尾 全 的 
EER, (dic kToimpmx, 

证 对 于 正 实数 来 说 ， 定 理 19 已 保证 结论 成 立 。 对 于 
DEC EAE 来 说 ， 不 妨 取 1* UTE BOE B E dob 
45. [| 

[ 定 于 213 ”实数 集 性 没有 最 小 数 ， 特 别 是 ， 对 于 任 馈 的 
二 E 可， 存在 小 于 上 的 有 理 实数 。 

只 要 在 定理 20 中 用 -5 代替 5， 斌 可 推出 我 们 的 结论 ， 
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5] 题 


122， 试 证 lim. 世 一 吕 ， 即 对 于 任何 的 eER+， 存 在 m9 EN， 使 对 于 一 切 的 
sna. BAÈ We .出 此 可 略 网 阿 基 汶 德 性 在 证 积分 中 的 理论 作用 ， 


$11, JRE NEEE 

H XXE.riiedjktrih Bu EA ER mtm, 如 各 个 算 律 ， 
稠密 性 ， 隔 基 米 德 性 壬 等 ， 都 为 有 有 理 数 信和 所 具备 ， 洽 有 人 秆 
人 么 新 的 性 质 ， 本 节 将 机 讨 册 的 元 全 性 万 是 为 可 所 具备 而 不 为 
大 所 具备 的 性 质 。 具 笛 不 其 备 完 全 性 是 性 与 黎 的 根本 区 别 ， 
也 是 我 们 在 外 的 基础 于 引入 桓 的 衫 本 点 央 。 加 

($2, RHAH, ABARO E, E) EWH 
Tii. AE A E A RDA CR Ba Ka E A AERO, 
-种 是 工 类 5 没有 最 小 数 an wao, BL 
种 情 尝 的 存在 反映 有 理 数 尝 倒是 月 “空隙 ”的 【参看 区 3) 
现在 的 问题 是 EPRE uon X ym s 
ER" ? 不 妨 先 从 直观 十 看 一 下 。 看 图 14， 其 中 的 8 表示 任 一 
无 理 实数 , ael eis dc. wr, REE TO 
TZR”, ELM 0*. Q—R, Hime 
动 地 得 和 放 在 实数 轴 所 在 的 直线 1 【〔 和 参看 定 15. paR 
FO’ GAT- AARRE A, AE, FR ER” HARE 
HTK, nE, ELA MR D, AT FR” ELELLA 
ERIT. xxEE R[ULIBAR, iBYtc5p-9] "ue Buiü*b, 
ARX GL CARA "wu . guis JÉEpIET)H Eu. 

以 下 进行 正式 论证 ， 

CRXOBACAR. FHA Be BO APA UU TID. 


idú 


M BBC 

DAS B. 4 +Ø (ASR) ， 

2) 对 于 任何 EE4 及 任何 的 &' CA Eco 

3) 4 没有 最 大 的 《〈 实 ) 数 ， 

我 们 说 吾 的 分 类 C4, 各 是 一 个 再 分 着 。4 叫 做 这 再 分 割 的 下 
2e, Ang TEARS 3E. 

[ 注 ] 除 了 把 有 理 效 改 为 实数 四， 再 分 割 的 定义 局 3 2 中 
狄 德 金 德 分 害 的 定义 完全 相同 。 因 此 ，$ 2 中 已 证 的 分 割 的 
性 质 同 禅 适用 于 再 分 制 ， 特 别 是 ， 8 2 的 引 理 1 以 及 定义 中 
条 件 2) 与 茶 人 性 2) 7 的 等 价 性 ， 对 于 再 分 割 来 说 都 正确 

以 下 的 基本 定理 反映 实数 集 杏 不 再 具有 “空隙 ” 

[定理 22] 《完全 性 ) 设 {4,4} 是 一 个 再 分 割 , 则 上 类 
4 必 有 最 小 数 。 

证 在 独 实 数组 成 的 集合 4 中 只 保留 有 理 实数 ， 并 考 址 
由 对 应 的 有 理 数组 成 的 集合 ， 

E = (ae€«*la*cA), 
XR, ECO., LA FRLUPE 是 一 个 实数 ， 

LDffucA, REMI, 存在 有 理 实 数 ar<y。， 于 是 ( 参 
H$2,9]f.00.a*€C A. HEE Ra EE, KE (OO, 
AMETE 5 c 

2) 对 于 性 条 的 a€8,， a C E.SefldatCA,a ET, 
由 再 分 割 定 义 中 的 条 件 2)，a*< 之 a*， 于 是 根据 名 与 起 * 关于 
顺序 的 同和 构件 ,ae< a， 

3) 对 于 任何 的 EEE， 我 们 有 aCA WESEL 
条 件 3)， 可 了 又 5E4， 健 ar< 必 。 根 据 枉 的 钢 密 性 ， 丰 在 有 埋 

| 


SEU, ath. ; 
Btcofabt CA, M ~ | 
mbet, herci" fE GET Q 


exb, WW ERTEK 


CERD 数 ， A 4 
这 就 证 明了 专 是 一 
个 实数 。 以 下 证 明 它 从 一 一 oem — R 
好 是 4 的 最 小 数 〈 和 参看 区 
图 15) ， 


H4, Ec. ARAA, MUBECA, WISATETRCK 
Se MEEA, BIN, ERE ETE, Habd] suat, 
ECan, hatera eA, Hatiecl. T RS glatt 
E, iLa F E, 

ER, BEDRE ME Anar A Lax E, a E 
ALRT, ficat «E. Wat«c£dle imn ac E, T XE HE OE 3L, 
aCA, TPibr-catnpne4, Bod A, np E EA uis 
S. ü 

(REO HI EREA, Wd, A E-A Uc 
数 {aE Qat CARE C35 A auhi, 

3C RAS ZAER EERE, drj 
AJAR, KARET KAEN y RAAHAA 

AE HE e A EER MA T E ENE S, 在 当前 的 微 
VAT gU KE ho AR PE s spur RO E Jn cL ERR, 不 过 ,在 
xt foe SenE, TOA dS epe ERE o 
方便 一 些 。 以 下 就 是 这 样 定理 中 的 -- 个 。 在 叙述 定理 之 前 ， 
EH A —^ s 


CEN WAC B." Byte R, 使 得 对 于 任何 的 
EA BTS 就 说 集合 4 有 上 办 ,并 说 & 是 4 的 一 个 上 界 。 


例如 , 集合 4= {E RITE St € z^ ,使 $=-1* 一 上 ge 


LX $85.1*30]b1* AK S FE df SEX p eng D. X mem! 
HR ug m. 

-—KAP3E QUA. MERCA ECF n, ME ia wu deam 
EAn CH, YE-A CRUE a bA LAST” 由 上 
BR. 一 般 来 说 ， “无 穷 密 个 ” 数 中 不 一 定 有 最 小 数 。 但 是 ， 
THAS, RtH, TALER ERRERA AAS 
个 ”上 界 当 中 必 有 最 小 的 一 个 ， 

(E28) 《最 小 个 界 定理) HACRHA+ Ø, WAY E 
蜡 ， 则 4 必 有 最 小 上 界 。 

证 ri — DI E Fea i a6 Sex T ELET B 

U-(Q'cEpdi4sstcA, EEr), 
显然 五 的 余 集 《相对 于 枉 ) 是 

U = {1E R| FECA HU. 
以 下 证 明 (U, U) 是 -- 个 再 分 割 ， 

D PRA 2. HAREA, ARRARIR RNE R, 
inci. 于 是 %ED, 放 0 +Ø, RERARTR AU AD, 

DBR, YTE cU REH cU, RWAN 

DHP agn cU, RUME, fede T£ CA, WE. 
URGE tE JEEN E R, (inni Lb. dum LERU REL 
in EU. Ahr ES CUBSESXIUE, RU HUS RRA, 


DARAHZA ZA "EAE HEA. M RE "ESSI" RREH IH 
THE. 
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l^ EX HF 
Ui 


EETU., U) E ARADA, RRRS AYE, a 
SETA a ü 
E HRZSRIPAZBB22-- v5, Jug p TA RHG "SU. 
AUTRdD DL ERBSAILSLEEND S4 HRF ARARO, La. x 
BEDA E ERT, O pU, dg, 

A= {aE @ ia c2) 
ESLA CHA EA 2 ikee CA , E EOTR 
在 4 的 最 小 上 界 。 

X TRERHMZPBS,. REBAR Eb) EU a. nuX LH 
Hga FP. Det An L5. Des AKALA, dug 
ie, D Ya BI AEA E A LER, AMi 

ArACRHA-27, 所谓 4 的 最 小 七 界 Ko 指 的 是 这 拌 
一 个 实数 ; 

由 对 于 任何 的 5E ARH, Bm uer 

2) 对 于 任何 的 EE Gents, ftftiie 4A, WEE, 

我 们 把 A nud EL til iF 

Ho = sup.ÁAG 
DEPE d WE A. 

CXEXOWEUA CAR. HEUS TETEAC ERRATE IM 
6c A, PHASE, 就 是 dud 40r, JAE A By 
EN 

[定理 245《 基 大 下 界 ZED HOAACARHAÁAG Ø, WAF 


DARKE, XOEOSdEDMN BN LG ELE. 
DEt T gir lu, b. A, 
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下 界 ， 则 4 必 有 最 大 下 异 。 

不 妨 利用 定理 23 来 证 明 空 理 24、 这 留 给 读者 . 

EL P RBEBE BEA BED EX. 

MTACEHA.O, MR ANRA FARA MN E 
二 个 实数 

1 对 了 任何 和 的 5E A, M.mA 000 

2 对 二 任何 的 5E RHA LE, PEREA, WEE 

我 们 把 A BLAU T AA Viet 

A, s inf AQ, 
最 大 下 界 也 叫 下 确 界 。 


习 题 


123, WBE A 

124.44 RH Am RAR BEA UY 3x. AEREA C Reset AUT 
Abh BR>FR). 

125.4RB|FHu m2 EHH ikim Aea. 

126 AHEHE, (AEAEE PRT E 
FAE.) 

i20. RERE as : N -RERA F Beds., Hia aA og 
($53. 

Xp ELCHAPTHEDDGSn€N. AB ent s Esa), 16 XOU isn) 
JRROECARGEDOYI, TER AR TE RUSSE THUS SCRI. 

ngon Sos esten LOOR MERER HAFEN 
都 有 : .=u hEr) ， 说 数列 《sn oL CD je. 


Ge RS WEOIFE Lb... 
ldg 


GEAT LT IA A RS E: 
1) x) E pD HAL CRO ON, MOTE ER, MERATE 
Pho ETET pL e CAR+ difesqCcN, i Piian EN Eneng dni 
| E- etsi (EAs Ete. 
2) MEI Csn) FE CEED 且 江上 《T) ER, 8p Tief CRT, 4E 
ung € M, EFRI TEHA E N leng Ld 


, Lsn (sn“< B). 
128. '£UE NO (0,3 与 《bm , SHARA E 
1) (0a) FAH (bn) ZH: ' | 


x 2) ST (E855 € N, aybni | 
3) 对 于 任何 的 * € R* HP Ino CN, 使得 对 于 尾 何 的 n CN Hucong. HERE 
b, -- apc E, 
SOLVE URUNA lan 02 Dn NT DHEER. 
WE GUE ARIETA.: | 
Int (0, 0,9 PEN i= rM; MERER ECR, PX, ! 
Re cv, EE (o ba). 


$12. EZKER 


BEX E, WR, T7008 

_ | 4^ - E. (D 
WROTE A, WWA Cio 的 一 个 平方 根 ， 和 由 于 任何 
ok uon AE UC BEDA. AR E Cot. WIOPARCNO XR. 
ak, Aet, Wu -oR C1) MES. 

A TI $0*. PIERE, 4. n REABONI, 
网 [= jel. ATA, FRERE, MERER 
TEUDQI-2i. BE ERREN EROGOBSIEGEONI., MRE 
正 实 救 的 证 乎 方 要。 我 们 将 证 明 这 详 的 平方 根 是 存在 的 《 按 
HOCES, (Di Eeo. 


F 证 一 l1 
4 = R-U(0*) Ute A |n* ceo, 
首先 证 明 A SIS LA CPACRGESSER, NALE, Hut 的 阿 基 


米 德 性 ， 存 在 正 整 实数 对 ， ESE RARE BUE 1t, 


于 是 i», 从 而 (于 ) -en(cl^y«z.Bu 
(lY 属于 这 里 所 的 第 三 个 于 集 。 AMETEID, 

以 下 斤 乎 逐 字 逐 和 名 地 重 怎 8 2, #2 中 的 论 主 ， 吕 以 证 
BA. A) JE—^ 3828, TERRE 的 完全 性 ， 千 所有 最 
Di, BEEE, Maot, 

BUTED IED, MEAR, W, DRAPS 
£. REELS 0*， 可 其 RE 二， 与 AGE 4 了 矛盾，2 oA 
(OE. HER] OSUESORORME, TEXEXENETLECA, ik nè >t ge 


DF va am E- ia‘ A 
Tl pO. X dpi &-i(—) 70"B 
ori i 2*n. 
(n Cz2*) Hui -— UD Ea ; 
1 = 一 一 
FÈ (1) €4, Sa RARUBAMICHIR (d 


MELZ, PELER, E 
: pE 

OO BEZE. 

: RUPERBICR' HE AEREE LRE, 
”我 们 把 这 个 正 实数 证 敌 正 实 数 的 管 太平 方 根 ， 记 作 
下 = EG, 


7 一 =- 一 一 -一 


OUr — TES RO HE E AER qu t a dn Dr. 
150 


fw 

A fagbs—Hi-.9, HUMAN. 
MEERA $ 1 提出 的 问题 。 在 那里 ， 我 们 知道 ， 方 程 
和 = 2 CRER) 没有 有 有理 数 解 现在 可 以 断定 ，4*=2* 
HW ER 2 与 ~ 2*， vV AE 就 是 边 长 为 1* 的 正方 形 的 
对 角 绕 长 。 这 斌 在 沉 数 范围 胃 解 决 了 在 让 理 数 范围 里 解决 不 
THANE HARME. $11. 7EXH2209]E 9] Wb, / 2* 就 是 

$2， 例 2 中 的 实 狂 。 可 见 3* 基 无 钊 实数 。 人 @ 


E EC 
129 .利用 让 小 上 界定 理 证 国正 实数 的 算术 平方 报 的 存在 性， 


-313。 在 实际 计算 中 实数 的 比较 和 运算 

ARE RS BREEZE, XD seca IH MOE TE SUE IE GS 
的 定义 。 ELR, — ]RDTUR EL BE RAELE 
较 和 运算 。 以 下 讨论 症 实际 计算 中 如 何 进行 这 些 工作 ， 并 指 
Bi ae p oS m nu AL. 

DAMPE BE oe ke s se pei FE ao Sic Yom ot |a dcr 
NEC MPUCECA SUPREESAZESESE CE ETE REDE 1 
GEZA, 315. Bu, BAE- E<, BURE qm 
15,7] 39338 (- HY «(- LY, sinas s sos, 

14* Fl* 1 ia 1 \* | 
(- 3) + C) =((- 5 +3) =( -5 E 
CMA EPL GUm = 2BUDATERUR, DUUGtRARQSQ*CRNM 
AARE, WAE ODIO NA 1e 2t CELA 2 cT b RET e, 


iol 


2) ROTER Hc Be SC ER HR TAG FE RU SUE - -F JĀ 
理 实效 时 ， 我 们 功利 轴 有 还 近似 值 把 问题 皮 者 为 有 理 实 效 的 
问题， 为 此 ,首先 明 允 近 羽 值 的 襄 立 。 对 于 第 定 的 实数 二 及 给 
SER C kun 所 谓 5 CRE ERRANA, MH 
-是 以 下 不 等 式 威 立 ， 

EE Eaa, 
所 谓 支 :E 枉 是 上 的 精确 到 # 的 强 近 似 值 ， 指 的 其 以 下 不 等 了 式 
成 立 ， 

0* 生 1 一 专 < 
在 实际 应 用 中 ， 精 确 度 x 及 近似 愉 8, 取 胸 都 是 有 理 实 数值 ， 
同时 , 在 实际 应 用 中 ,根据 需 村 ,对 于 实数 ,特别 是 无 理 实 数 . 
大 们 也 不 过 只 卉 它 的 达到 一 定 精 确 度 的 有 理 近 羽 值 碱 够 了 ，。 

ELT AE BJ HE f] 7c 8B 3c 35 85 x EU 8 88 08 HE P578. IGUT FOLE 
的 存在 性 . 

设 上 基 妊 何 给 定 的 无 理 实数 ， 并 设 扩 是 任何 笃定 的 正 有 
理 实数 ， 和 根据 82, 引 埋 2 以 及 8 8 的 有 关 引 埋 , 4E PERROS Sf, 
我 们 知道 ， 存 在 有 埋 实数 a* 及 4 ， 合 

LELA, OA -a*-e*, 
岂 此 推出 
amat cet, < Ecer, 
这 说 了 明 a* 与 @ “分 别 是 无 理 实数 E 的 精确 到 CRUISE 
WAA HR ECT HDI DE, 


Pii Q2. 
1414," 


u 1 * ane 
ico) 分 别 是 E OREL (i , Gir ; QU E 的 有 


i52 


q Uie Om 


asrut, (ÈV, GEY, T 分 别 是 相应 的 有 理 强 
近似 值 ， 
下 面 分 别 讨论 有 无 理 实数 参加 的 顺序 比较 ,如 法 和 条 法 。 
小 哎 序 。 设 :无 理 而 x 有 理 。 不 难看 出 , 当 且 仅 当 存在 5 的 
一 个 有 理 弱 近似 慎 a* (不 论 什 么 样 的 精确 度 》， 使 1 三 a* 
时 ， 就 可 断定 7 之， 当 且 仅 当 存在 # 的 一 个 省 钨 强 近似 值 
吾 ”( 不 论 什么 样 的 精确 度 )， 使 了 ZN REMEE, 


A NL UE 
我 们 知道 的 于 的 一 个 有 埋 弱 近似 信 ， BGY I. 


BE, rRe EEH., CA BODOHTEGERB 1E FUSEXETUL TE RU 
有 1 的 一 个 有 瑾 强 近 似 值 5 ， 使 六 Saiti, WC nj Br En E, 
例如 ,比较 v 丈 与 于 @. TE c (TY ii cvs, 
当然 ， 最 后 的 不 等 式 思 可 和 用 千林 平方 根 “2 及 3 的 定 
义 ， 通 过 比较 2* 和 3* 而 得 到 ， 1 

EE. BERMAN nd HS iUa" Ca ) E tis Mi 
确 到 e* ttg SESS CBOGUEIDUBR UTERE, a*+ yla +n) 
是 E+ ?的 精确 至 e* yd BEES (CORO 和 近似值 。 设 与 gp 
B. MURat(a P b*Cb OA RUEES vio on) 

premi, asta (1)*. Cy, (air) eem 


(8B) HEHE rp STRE: 
11 1 11324. 
10/ " (i) . Com” 
18 1T4 1733 
(io: Cio?" Cao) - 
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BURNS CHO 近似 信 ， 则 不 难 验证，oe+te (a +T k 
EARMA HAAS GO HM. MI HFT + 
VF, TRA SEI DUNS OI RERO UBL NMT: 


Baa L^, Eye (Ey = (814 cag, 


100 100! 100 
Go + Gap = ans 
RASGO : (ooo) + (too! "sr. , Gm 
CA i e OD. 


iii) $E., KTA KRA ELEH H — 
表示 (看 号 法 的 定义 2 》 , Br VA vd PLATES HIE SCRCIIPIRA, . 


BIO 无 再 而 neon RE TE T 
AAR GD 近似 信 ,. WEERLE atn (Ca g) EEr 
的 精确 到 ce 的 有 理 弱 CO 和 近似值。 设 5 o $0" TJA 
HAH, XECHGAGEUGEORQ AKE", v*, EECa, gc. 


如 果 a* (2 23 E oH SL CE) RAMS CO aui, + 
(b^) X s ioi EVANCE EE REDI RUE RR 


证 ，a*b* (a DO REI 的 精确 到 s* 的 有 理 弱 GEO xd 
n. PEL W> 2*2»./3*. XPTP/2*-/3*, hnc 


Gs Tf. got (31y*, (GE) tama (1) "nore sut. 
是 六 各 
Wo): Clap) ete C) "mec. 


154. 


i" 


中 1414) Z7". ,/HMi5" 
REANG) ; WR a” = (1005 did = (3000 ， 


17324* 一生 1733 = 
(1500 ; 2 = ioco! ,它们 都 精确 到 (Td55) < o 
这 就 得 到 v2 。v 3 的 达到 所 需 精确 度 的 有 理 弱 近似 但 
244 


* tz nnb ms /245A* = 
(io) 和 有 埋 强 近 似 信 ( 了 6) ,这 星 已 经 略 考 了 非 有 效 效 字 。 


习 RE 


138. ER $13 中 关于 和 的 近似 值 的 情 计 . 
13. ES: S180 XCFGRUMHEE LAKE A] fri. 
132. UTAHA EHE DS. 
133. ULM ES LEER E. 


3 14。 尖 本 记号 的 约定 

RES B. (RIAEEALE. TEY C)" QRT, 
di BEAR SARL ED CX TES, 加 法 和 乘法 是 园 
构 的 。 在 这 翌 的 意义 下 ， 训 以 把 它们 看 成 是 “一 样 的 > 。 但 
是 ， 直 到 埋 在 ,为 了 避免 裤 念 上 的 混 消 ,我 们 一 直 保 持 用 省 理 
数 加 是 导 来 记 与 之 对 应 的 有 埋 实 数 。 这 种 顾虑 贰 在 可 以 消除 
了 。 我 们 约定 ， 今 后 将 用 记 有 尾数 的 同样 记号 来 记 对 应 的 有 
再 实 歼 ， 失 时 号 赂 去 。 便 如 ,用 1 记 1*，0 记 0*， Jud 


1;* lar i 
(7) 33&( 7)。 


| 附录 1 十 进 小 数 
我 们 已 经 完成 了 建立 实数 系 基本 理论 的 工作 ， 营 涉及 到 


n r 
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实际 计算 实数 的 问题 ,这 一 - 意 本 来 可 以 缚 束 了 ,但 考 说 到 在 不 


少 中 学 竹材 中 实数 是 用 十 进 小 翘 定 义 的 ， 所 以 作为 附录 ， 我 


TERETERE ZANE EE- TTAR. A 


3. ERRA- BDEE ae ERR EDNOOS y AN R. 
AR TERGEGRÓ BE BASS HESS 03-—-— 331. 


X-A ERAEN. Eid, dedixteuunokcp,. R. 


LELSESNEA RI 4$ S7 EA. 


1" tha 


组 是 整 实数 4 这 0 及 获 刚 (Oh, JC AT d REO, 
如 是 整 实数 且 0 5.10. zbf)iJÉ m 


=| b. ] 8 m LM l 
a+ Z 105 5 cat m TÉ (i) 
RURE EDA, ST qdEk. BARRE EER 
G,04b,--., 一 DiDa 


HERR ADRA. REER — 1 HR GRUGC CR 
AAT. FEE, deTOHT4RTERE€N, 0xi.-o. MEM 


Sor Xo lücdt BREMEN ERAK, A 


ar Eg 收敛 于 某 一 实数 。 


HBF T nulCANEAUL.ICN,. {Ex TE 
nNo， 都 让 br 1 = 如， 我 们 说 小 数 《 1) 是 循环 小 数 。 

第 球 小 闭 有 一 种 竺 殊 情 说 ， 这 就 是 ， 存 在 其 个 tu EN, 
BRE THE fIBanzn,, bn = 0, 我 们 把 这 样 的 秆 环 小 数 (1»* 
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— Ira Ad t 


Fr num 


外敌 有 尽 小 数 ， 中 

循环 小 数 的 另 一 种 特殊 情况 是 ， 存 在 某 个 tfeE 丁 ， 使 对 
Cd ügnzn, b,-9. STER XURERU (ÉSTE COm SEPA 9 
循环 的 小 数 。 在 这 情况 下 ， 设 "是 使 条 件 成 立 的 最 小 旧 然 数 
《 报 指 可 的 最 小 数 原理 )。 如 ro= 1, MEDED 等 于 有 


Rtt (Cac 1)+ z QD). dno 1 ; 则 循环 小 数 (1) 


10" 


LP ib. 
FERRME (e+ X 1heM qp) Ein- 8R 


bord. BERK, Db 9 循环 的 小 数 对 于 我 们 是 多 余 的 。 
我 们 把 非 以 9 循环 的 任何 小 数 吊 笋 标准 小 数 ， 这 里 包括 不 以 
9 特 环 的 循环 小 数 〔 其 中 又 包括 有 尽 小 数 ) 和 不 循环 的 小 数 
《当然 是 非 有 尽 的 ， 即 无 尽 的 )。 

以 下 证 明 ， 

MEARE UERR ET) 一 个 标准 小 数 , 那 
么 这 个 雪 示 式 是 唯一 的 

只 要 对 (1) 中 第 一 个 级 数 证 明 我 们 的 论断 就 可 以 了。 E 


De 
= a+ 21 , 
"Tl io 


其 中 去 端 是 标准 小 数 。 在 这 样 的 假定 下 ， 不 难 验 证 ， 对 于 任 
fg 5n, c IN, 了 永远 有 


OD 如 we 是 使 条 忻 成 交 的 最 小 ERE, NEA, X me 一 4 时 ， mace 
PESMA 当 ro>1 时 ， 这 有 尽 小 数 就 等 于 有 限 和 上 士 (04 Et m. 
E) ta.d. bna. 
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oz imi, os M 


现在 设 c + P dw 也 是 8 的 标准 小 数 表 示 式 。 于 是 


l0" 


MITWREHAARRORA E XB SEXUS, SRasy6, 
puinace Wfpigdmcum, Bo-aocem, 于 是 


98 Pp 
21 iw mex r3 ° 


担 (2); 这 里 的 左 端 1， 但 右 端 宇 m 宇 1 ， 这 是 不 可 能 的 。 到 


见 a =en RREMAN ERNAS OBRAR (习题 11, 》 
AOEWBISDT4AEBIERCN, badr, — 


27 — ESSO HEN | 
在 1* 中 已 经 看 到 性 何 一 个 小 数 必 收 敏 于 某 一 实数 。 以 下 
u B, 


[£pi —4- 3c nr CARO 一 个 标准 小 数 《 按 1 中 
KEMER, KERER- M). 

Ext, dEGABCO,. ME=0, WAH 
<, 0 
PETE 
其 六 ， 旭 能 对 正 实 数 证 明了 我 们 药 论 世 , 那 么 : 当 E<0 时 ， 
3tur5 


i58 


0-20. 


em 
一 点 = 好 十 . 
5 2 10" 


KHERA 


r MEE 

让 = (a+ A i ^. 
人 因此， 可 只 看 E> 0 的 情形 。 

设 8>>0。 出 按 村 :的 阿 基 灯 德 性 ， 存 在 IE 于" ， 使 < 

按 最 小 数 原 理 ， 设 i 是 满足 条 件 的 最 小 数 , ON I-IEmLcI. W 
$=1-1， 则 a 是 非 负 整 实数 ， 且 

azda +l, 
出 此 得 到 | 

0 SE axl, (3) 
HERR EHEAR, BUT à HU CERA dee SC 
$35, ERSEM, 对 于 每 个 EN， 可 以 找到 非 A 
En, tE 


Ep 


iem E - a) is 41, C4) 
0z-a)- e oe C5) 

用 只 下 的 条 件 确定 数列 by), 
(^ TED 686» 


对 于 每 个 eaE 证 且 p>1， 如 = 各 一 10fm。 《7》 
ZAB BHAR, AMEER, ATEAREN, 


把 (5) 和 Cc 8) 嬉 合 起来 ， 我 们 得 到 


Ezar XII. (9) 


L THERA C95 Pag LR bU, 
1) aüfTostico3m 2H. 
事实 工 ， 由 荆 已 知 < 是 非 负 整 实数 。 所 以 只 票证 明 每 个 
骆 实 数 如 符合 0 至 2<10 避 可 以 了 。 对 于 #=1， 由 《6)7 X 
C 45 ， 我 们 有 
0 zb. -rnzlo(E-a), 
Tu CGO, Gs 
0 zb, «10, 
对 于 m>1， 出 7) 及 (4)， 我 们 有 
n7 tn- 1053 -,77 (10 (5— a) - 1) - 10(107! (£7 8) 
= 一 1。 . 
故 整 实数 如 人 兰 0 TR C7» & C45, SITE | 
ba- ig— lÛtn- <10" — a —10C107 ! (£E—2)—15 — 10, 
这 就 证 明了 对 于 每 个 +E 可，0 三 pn<t0， 
25 ŞA € 9 ) 右 端 的 小 数 是 标准 的 。 
事实 上 , 如 这 小 数 是 以 9 循环 的 小 煞 , 即 存在 某 个 reE NS, 
使 对 于 任何 的 x>no， 都 有 Bwn= 9， 则 
£=(a PEE Y ICE b d&)* ee 


EBA C85), RRASA 
u _ fn _ 1 
E-a- iors T 105? 
ERE C5» du. 
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现在 完全 证 明了 任 一 实数 必 能 表示 成 标准 小 数 的 沦 源 , 量 


3 ” 用 长 除法 化 育 理 实数 为 小 数 


对 于 一 般 的 实数 ，2 “中 已 经 确立 了 拒 它 表示 成 标准 小 数 
的 途径 。 在 本 改 , 对 于 放 晶 实数, 我们 将 用 
法 一 一 把 它们 崎 示 成 标准 小 注 。 所 亩 “长 除法 指 的 是 我 们 
在 小 学 算术 中 学 会 的 用 “ 算 草 ” Cei CRA” ) FRE, 

首先 ,我们 竹 述 算 本 中 的 一 个 性 质 : 肖 于 竺 何 的 非 负 整 实 
数 加 及 任 何 的 正 整 实数 g&， 存 在 唯一 的 非 负 整 实 数 c 及 唯一 的 
EQUECES NECI 

$-coOqptr, H OEra, 

下 面 就 用 这 性 质 来 确定 我 们 需要 的 标准 小 数 

|j E EL— RE, 可 只 考虑 正 有 埋 实数 的 情形 .我 们 知道 ( 习 
#121), Æ — IE 有 EXAT pde T IEiESEXEZU NS, DS 


W, HURE Obbipac Z*) 为 任 一 正 有 理 实 赦 ， 


ME, FEE- MiRe A ina X 
Fa, dU 


p=cgtrs HB 0 Sra, C10) 
其 次 ， 我 们 用 以 下 “归纳 式 ” 的 定义 来 确定 数列 《ar) 及 
《rm 欠 这 就 是 所 谓 的 “长 陈 法 ”或 “ 竖 式 除法 ?” Da 


1L0re=Cid+yrl B Oczrn«ag, (11) 
TETEN H>, l0r4—dagt ras HLO «ra cq, 
(12) 


perde BREITE REAE fue X, 
ATERA, XPurdBmcamw, 
i681. 


用 归纳 公理 。 由 (117 可 知 对 于 m= GDX. 


而 一 1 其 中 证 人 >17，(《13) 威 立 ， 


rn l dn i Tm-: 


q e&t rowr( a ) 
(BB £12), 


Tma dm 1 Tm - 
q 10 is Cz , / 


LE 


1H 
To tin 1 Tm 
一 SS M a4 ——(-— 
"In? Yon Y Tom 4 ), 


这 就 推出 了 13》 XT mm. 
由 《137 ， 注 意 到 0 三 rm 之 4， 可 得 


os- 0 ue 
Br 以 
- 
再 由 o), f 
-erm 
XT, 


以 下 证 明 《15) 中 的 级 数 基 标 六 小数， 
1 5 各 每 个 2n 符 合 小 数 的 条 性 ， 
162 


(13) 
设 对 T 


Cit? 


(15) 


FLE, MENEER ERER RREAN 
于 每 沾 nE NN， 
cn< 10 
对 于 n=1i， 由 (11》， 
d, Ha Magii, 


于 于 n>1i， 册 (12) 


- y lÛÔTn-1 Yn EUR. 
， 1 
4 g 47 g < 


2) 等 式 吉 端的 少数 是 标准 的 ， 

证 法 同 2° 中 的 部 分 2) 类 似 ， 

KRENT 《15》 中 的 级 区 是 有 击 正 实数 宇 的 标准 小 攻 
未 示 法 ， 同 时 ， 册 1° 中 的 结果 可 知 ， 它 是 唯一 的 标准 小 数 表 
示 法 ， 例 如 ， 它 同 按 2 “中 的 方法 得 到 网 标 准 小 数 表 示 法 是 一 
臻 的， 
A^. 有 和 理 实 数 与 猪 还 小 数 

我 们 分 西方 面 来 考虑 ， 

1 ) 任 一 有 理 实数 可 以 表示 成 某 一 标准 的 循环 小 数 ，。 

内 看 正 有 理 实 数 就 可 以 了 。 在 3 中 已 经 证 明 ， 由 (10)、 
QD. (12) 确定 的 级 数 《15) 是 正 有 理 实数 切 的 唯一 的 
标准 小 数 者 示 法 。 下 面 证 明 这 个 小 数 必 是 循环 的 ， 事 实 上 ， 


由 于 对 任何 的 xE 可，0 兰 re< 94， 所 以 整 实数 mm 取 值 不 能 超 
ti " XX HE, dt Liri lanag +İ) 不 能 全 不 相同 ， 


刀 这 时， 用 9 记 与 正 整 实数 9 对 应 的 往 热 数 . 下 同 。 


i63 


HFE, IEN, En, Cr, tiat, 使 

Tap = Tni, £16) 
因 (12) 中 的 “高 数 ”dn 及 余数 rs 都 是 唯一 和 的， 所 以 由 (16)， 

dngn = d inor )na, hom 7T (8 Hu 
继续 运用 归纳 公 蛙 ， 可 知 对 于 任何 的 4>fo， 

G:=Gny+l。 


可 网 小 数 《15》 Eg, © 


TT comu TL uL car 


RARI Sv) 
es da 
ct a 10' 


x ut ut f, EE kiih HF TER o’ IC OW, ETE, 
Anen = s, ix 


A-l" “m=i, 
| nou! du w 
c+ 2 jgi' Hre >l; 
1 
5 
(ii nidi 


L 
| 


Y? H emen TA, Ming] . 


10fa ! —À — 10 
BRA, BHE GAD dimus, 在 这 样 的 记 法 下 ， 我 
v8 


D TUSCE IEGANEDSUEOGUITIBUSTR, BEA Fae hAm, AR 
FRAL REAA Rn 5 AREARE RAT. 


z6d 


Eloi 


1 
ct Dims Ae BUY O pD = ATT 1" 


1 10" 


UgdR—433 85833. 
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T) 任 一 实数 可 表 成 唯一 的 标准 小 数 ， 且 任 一 标准 小 数 
AAT URCED 一 个 实数 ， 
尽 小 数 ) ， 且 任 一 有 
(唯一 的 一 个 有 而 实数 。 

i15, BO 结合 起 来 ， 还 有 

下 》 任 一 无 埋 实 数 可 吉成 唯一 的 不 循环 小 数 【 当 然 是 标 
SEM. H£—BfBPBÀO RERE Ue GOE— 
88) —^ "75 BSEC, 


s” 对 用 十 进 小 数 定 义 实 数 的 评论 


其 5 中 的 结论 1) ， 开 )》， 焉 》， 可 以 者 出 ， 用 标准 十 
进 小 数 定义 实数 ， 用 其 中 的 循环 小 数 定 义 有 旦 实数 ， 不 氏 环 
药 小 数 定 义 无 理 实数 ， 看 来 是 可 有 取 的 。 在 不 少 的 中 学 教材 中 
乾 基 这 样 作 的 。 在 这 样 的 定义 下 ， 殷 容易 皮 续 定义 实数 的 顺 
序 。 但 是 ,十 进 小 数 ( 任 何 # Wha D) SARSAR 
性 , 即 只 能 使 用 十 个 数字 D ，1，2，3，4，5， 6，7,， 8， 9。 
在 进行 猴 法 和 冬 法 时 ， 有 时 需要 进位 。 例 如 

2.492 +3.236= 5,728, 

这 里 和 的 整数 部 分 固然 等 于 整数 部 分 之 和 "2+3= 5， 和 的 
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第 三 位 小 数码 固然 等 于 第 三 位 小 数码 之 和 :2+6= 8， 但 对 
于 第 一 位 和 第 二 位 小 数码 来 说 、 就 不 是 这 样 了 。 册 此 看 出 ， 
很 难 形式 地 定义 《间接 地 定义 是 可 能 的 ) 两 个 小 数 

a,b, b, Cedide 
的 各 。 如 果 我 们 形式 地 定义 它们 和 的 和 和 是 

(CarTe) Ch td (Cb, tda Je, 
那么 ， 得 到 的 数码 可 能 超过 3 ， 这 结果 吕 不 是 十 进 小 数 了 。 
关于 积 也 是 这 样 。 

应 该 指出 ， 以 上 的 评论 完全 是 从 理论 的 角度 出 发 的 ， 决 

非 凤 乱 干 进 小 数 的 作用 。 在 人 人 类 的 生产 发 展 和 和 文化 发 展 中 ， 
十 进修 数 起 了 而 且 仍 在 起 菠 其 伟大 的 作用 。 辐 时 ， 在 中 学 教 
学 下， 用 十 进 小 数 定 义 实数 还 是 比较 容易 被 柱 受 的 ，。 


附录 Eo 坎 托 尔 的 实数 定义 篇 介 


关于 实数 ， 除 本 章 介绍 的 犹 德 金 德 用 分 割 的 方法 进行 定 
义 外 ， 另 一 种 重要 的 定义 方法 是 捧 托 尔 给 出 的 ， 他 用 正则 岸 
列 的 方法 定义 实数 。 下 而 对 此 作 一 粗 路 的 介绍 ， 有 兴趣 的 读 
者 可 参看 ， 例 如 ， 动 罗斯 库 列 亚 柯 夫 的 《 数 与 多 项 式 》《【 吴 
WE), SAX. 

在 附录 工 ，6* 中 ， 我 们 已 经 看 到 ， 除 了 对 于 定义 加 法 各 
乘法 不 利 以 外 、 用 十 进 小 数 定 义 实数 还 是 有 其 可 取 之 处 。 这 
里 所 谓 十 进 小 数 指 的 是 如 下 形式 的 级 数 ， 


cum ba 
t È gom ， 


其 中 5 与 ra 是 0 或 正 整 数 ( 不 是 整 实数 1) 且 对 于 每 个 1EW、 
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之 10。 我 们 知道 ， 给 定 一 个 级 数 2+ x 等 于 给 定 一 


x 
» = b, 
个 序列 (sn) ， 其 中 对 二 每 个 mE 入，sm -4+ Digre 这 


梯 ， 用 干 进 小 数 定义 实数 等 于 用 一 种 特殊 类 型 的 有 理 数 序列 
定义 实数 。 下 面 所 说 的 “正则 序列 ”就 是 擅 开 这 种 类 型 的 序 
列 的 特殊 形式 面 保留 其 基本 特征 的 有 理 数 序列 . 
VB EH BITGO. CB AC TESM' cO, 
FENNEN, EATEN mn mon, 都 有 
Is, — ml «e, 
RRRA BAFA Cs. 是 正则 的 。 


Bm, TEDA a+ E: js HR AER S74 A 1d 
组 成 的 序列 (ss) 是 正则 序列 。 又 如 , 在 此 如 设 te= sa+ cL, 
B FETA Ct) d EIE FEES AJ, 

我 们 说 正则 序列 〈sa) 对 等 于 正则 序列 《ta) , HEAR 
H, TEAD, FEEN, EFEN 
PiE] 

|Sa— tad <e。 
Csn) oo (4), 

tr EmiBg9Tr, Got. 

AE H E MEAM, Bun e: hskk X, A 
去 。 i 

AR] ELBEBIA Se XS oE BhE BL E 916958 p t 
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价 关系 ,我 们 把 一 个 等 价 类 [tss)]Jc 阳 做 一 个 实数 ， 并 RIA 
表 的 颖 序 、 加 法 和 乘法 定 久 实数 的 顺 岸 、 加 法 和 笋 落 。 在 这 
样 的 定 浆 下 可 以 证 明 全 部 本 章 所 述 的 实数 的 有 关 顺 序 与 运算 
的 性 质 ， 一 直到 了 珂 基 洲 德 性 。 

钾 以 证 明 , 这 样 定 多 的 一 切实 数 的 集合 加 ,与 本 章 中 正六 
定义 的 一 nit 的 
ZEE B, EE, 可 以 证 明 ， 如 果实 数 序列 "n 满足 
iE HE 38g STE. PRITE C JR,^,. FEREN, A 

T f£ gv, mI no HE 
| £s ~ £4] «e, 
那么 序列 《ga VARR, MEER, 
jim£4 =a, 
RAE PUn iR. B9 Se 2e Veo wp ARE SE 3c f iib p ERE 
这 个 党 全 性 ， 记 可 以 在 本 附录 的 理论 中 证 明 8$ 11 的 完全 性 。 


G 连同 其 道 命题 就 是 微 积分 中 的 柯 西 Cauehy) KARR. 
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BLE 复 数 


$1.5 $7 


ERNE, $ 12, RNE Sl. Hwre comt, 方程 4: = 
ERA KIR., A TERREA RRR ARA R, 还 需要 在 
RAAHE Pp ESrduxgspN UXOR. EH, XEBT 
史 十 ， 正 是 内 这 样 的 角度 引入 了 新 的 数 一 一 复数 【 尽 窜 它们 
长 期 不 锌 革 认 7》 ， 基 出 发 点 是 施 理 论 性 的 ， 妈 不 是 直接 从 实 
际 需 要 引出 的 。 伍 基 ， 从 后 来 数学 的 发 展 ， 特 别 是 复 变 函数 
论 的 发 展 污 广泛 应 用 来 看 ， 这 个 新 的 数 系 一 一 复数 系 是 具有 
很 重要 的 实际 价 全 的 。 


$2. X 数 


我 们 将 引入 新 的 数 系 ， 和 希望 在 这 数 系 中 ， 对 于 任何 的 数 
4， 方 程 6* = 9 永远 有 解 6。 这 可 看 成 是 自 歌 之 闭 的 问题 . 正 象 
我 们 在 第 二 童 和 第 三 章 骨 决 乘法 送 运 算 和 加 法 道 运 算 时 求助 
于 已 知 数 的 序 偶 〈 在 第 二 章 是 自然 数 序 全 ， 在 第 三 章 是 分 数 
F 那样 ， 我 们 将 用 实数 序 候 引 入 复数 ， 与 前 不 同 的 是 ， 
在 这 里 ， 将 直接 用 实数 学 侦 定 义 复 数 ， 而 不 再 经 过 等 价 分 类 
p 3 

TEASE, REINIE, ARMES, IPERE, 3 


by A, ESSE, 
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[定义 ] inem mG., 


R 
£12 f) funt qi TAR, ; asins PD 
Bm O2, (— 30). 
(^2 CORAM 
" 一 一 一 
^ ^— LEMPRESERXR 一 BUT 
TEC, 
出 于 我 们 对 实数 序 侦 a 
$n ER PU ar Em EL $E HB Ej t6 


SEXCHE4RAE SUY dE, PEDLALAEBOJLTISM b RSEOE Em 
MELO., ERELT, SEQgIX e SOP nd SOC 
3. Ex dn erm 


复数 其 法 定 Et n NOTA ERE NR, HJ 
TESTER IEEE RIS RUN Aak {平行 四 边 形 法 期 ) 来 
ZERIE UD). 


- T l 
E - - 


P-avcjd e 
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定义 ) 我 们 把 复数 Y= (81 rane Esett) MARE 


81553) 与 B= (11， mM EE 


Y^ ad, 

TET 3*3 ARAHI E 我 们 把 +。 中 的 标记 CC 略 去 。 

RAE, SAMERNE, RAH, f s ôs, 
zs 这 五 个 希腊 字母 记 复 数 。 

[定理 1) ZRH) a+=p+a, 

[定理 2 ) (HAR (Br y-etG +y), 

定理 3 ] GHxdbaty-B84y-—a-B. 

这 些 定 理 是 极 易 证 明 的 . 

我 们 丙 08 记 复数 (O0, 0, 

0e= (0, 05, , 

5 N09 Ar Nei Cos mk T Aon, 

CEM 4) 对 于 任何 的 捷克 ， 

这 是 量 然 的 ， 

LEX) EE-E Eoia Rra =E, E) KH DE 
数 , 记 作 一 ca， 

-a= [~is —£i). 
由 定义 显然 有 
g-rC—a)-o09. E 

C530) .对 于 任何 的 g，BE €, Ji 
月 十 号 = 
有 了 唯一 解 5。 

唯一 性 的 证 明 可 用 消去 律 ， 存 在 性 的 证 明 可 取 8 = a cr 
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Wa y e hg 2: en 5 « 
& — v -adoce ep) 人 


$4. fa WX EEE 5 Ai 
1 EUER SUA LESE E. DET LI LUNA TERES 
7s 
定义 Spy YEE t en cali tme Eit ats 
Fazit.) Dk kp = (Rus BORP- nom Reg 沁 作 
了 二 =a teb. 
WARG ubi SS Y. RAIE o PARE, H 
PP. SUM E, XE ABER, 
CREE SO COH af pe, 
显然 。 
”以 下 定 埋 6 -一 8 的 证 明 都 留 给 读者 。 7 0. 
【定理 6 1 (结合 律 ) (GE)v-a(vy). | 
CEET) M af tyj=afrar, 
CESB8) GHARHO av-8vHy:09-o-]p. 
CTguüu SERO. 、10 孝 是 显然 的 ， 
CEES) X-r(ei tec, 
& «05-09. 
CEM) e£ -09«—-a -09Ói-0e. 
我 们 用 1% 记 得 小 a,0, 
xà | 


19=(1, 0), 
19 RH E 3E € ETE TH Son, 
[定理 11) 对 于 任何 的 x c €, 
(219 —m-, 
B. 
[定义 】 对 于 复数 & = (5 $09, RAGIDAUM 
Ge promet 记 作 ec- 
一 
(ES ? 十， ”El THEE i)e 
A 3E S9 WE, pr 


[ 引 理 ) 对 于 任何 的 4， pc e， 其 中 8 去 0*。 方 程 
Boca 
TEE BO, AM e ra 方程 无 解 ， X a =p 
唯一 TETERA x 存在 性 的 证 明 可 取 5 aft, 
其 他 部 分 的 证 明 同 第 三 章 , $ 12070 9g SR EH 9 EF CO — E. 
[定义 】 H PEK, KEC, Ah pA, RIEDE 
B -Sapi a 。 a 除 以 8 关 08 WR, E 


一 -mm 


CGE1) 按 定 义 ， 我 们 有 


i3 


e7! = I7 (509). 
e 


CHE 2) ETAR DUE rb 36 T Jin dc Re us OE 号 法 则 
对 复数 都 成 立 . 


2] Hn 


134. EBEG. 
135. CEET. 
138. TAEA GB. 


$5. 复数 的 平方 根 . 复 数 ; 


现在 回 到 本 章 开始 时 提出 的 问题 。 对 于 任何 鸡 % CC, 
方程 
CET (1) 


Wa -09, BRABO) AA — 5-09. 以 下 被 a = tE, 


本 09， BE, EAER, 


1》 设 方程 山 ) 有 人 和解 5 = Ck n, — HER, 
使 
. (Pi 一 He， 290,542 E 51), 
这 就 必须 有 


gt Tut, (2) 
2i, ts = Ei. (3) 

把 等 式 (2) MO 89 BIS ELSE HI, Aa 
(un, * uy = XB. (aD 


等 式 (4 的 右 端 是 正 实数 ， 故 根据 第 四 章 ， $ 12 的 结果 ， 必 
须 有 
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站 D 


E {He Tu im0HU E E tE S0, 所 以 只 能 
| PE ©? 
. 出 等 式 t2) 和 (5), 推出 


nh (hh tvETTE?), 
e ht VETE) 


不 难 验证 ， 这 两 个 等 式 的 右 端 都 是 非 负 实数 ， 帮 iB 据 第 四 | 
X, 8120950 E. DEDE 


p= + i + ES] 


Ta 


一 l(- EEF 
hs NET E tve TE), 
HOHA, 245,7» 0B], REMERKA AAM ERE 


*, HE coH, 这 里 两 等 式 的 右 洋 必须 取 相 反 符 号 ， 当 8 = 
^ O98], 515, Us VUE 0, XX BL dE US, Lp 


4, =- [it ud TRES ) 


A [o evETEES), 
34A. MEQmOBI, BHAA 
p =d, H ou di, (6) 
或 i A, H As V) 
-BE <O, dA AU 


(D BuUa-LbXCRa-budic- b, 


cA Bauch (8) a 
或 go -——4, Hou, (9) 

2) Wu, mA Gz 或 (8)《( 当 5 之 0》 确定 ， 
JPRS = (Gu. 40. MERE, XO03kJPPRODByÉRU. 

parar. JEER DARRA SD Pd E n tS, 

$1857; f£ OO AR x 5nd erro 的 平方 根 ， 以 上 的 论 
证 告诉 我 们 ， 与 实数 不 同 、 任 何 复数 都 有 平方 模 ，。 当 a=0® 
时 ,0 的 平方 要 是 唯一 的 0*。 当 a 去 09 时 ， 0 有 且 仪 有 两 个 不 

例如 ， 按 有 照 上 而 的 公式 ， 复 数 《 一 1 00 的 平方 根 是 
十 (0，1)。 人 今后， 我 们 用 i 记 复 数 (0，1)， 


i-(0, 1), 
这 样 就 有 
i2(-1,0, 


$6, ERMER 


以 下 定义 复 煞 的 两 种 特殊 情况 ， 
CEN) ÉME, 9) 的 复数 叫 实 复数 ， JE duo, £) 的 其 
you, e 
RIRE WEEE, 0) 
£9 = (E, 0), 


(OO Eknat, LT kB SEXT UUS A 
D —B558AN(T). CP) AEM. 
© Ssmus "AART. 
®© 3 3R§ bE IeM esiLigik- S, 
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P -C-DS, 
EET ERS AAA: 
1:59 240, e£) . 


[定理 12) ENARE, EO HLEURRURIR — fo AUR 


证 不 蕉 验证 
(Ers Ea) = 5,9 E iE, 
E PuBIAncXBgSE—TE, FXI duce 
(Ei, £1) - m + fms, 
Aj 
(Eis £5) - Qu, 0) c €0, 106m, 0) 
emn, 0 + CO n) 
= On, fh, 
HERDS - E. Rm m £s. mp 9-259, TEE”, || 
例如 ，(1，2)= 19:29, 
Z, —1)- Q7 2)? M i(— 159. 
APPELS —5,929:5,9, JE ERAT SCORES, 9105.04) 
- 别 归 做 它 的 实 邦 和 患部 ， 记 


有 Re a, £,*-Im a, 


$ 7 。 实 数 集 炭 入 复数 集 


我 们 用 8 6 中 的 3 所 确定 的 丙 射 ( 0. MC xm 
HX X SC. 


iW S NC Hoe 
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[定理 131) 设 《 5» 9, R-€, 其 中 
£9 = E, 0), 

MC SER, IURE RHET BEE UE 

CEMR.) a e- Pium, 

[定理 13。] C£ « up - £9 cz 

这 都 留 给 读者 证 明 ， 

在 定理 13; .; 的 意义 下 ， 我 们 说 ， 

EEC 09 P, SALES CEDBUR R9 C- XT t 
Fes te ie 是 同 构 的 。 束 说， 关于 二 与 +e aii. 
3c 20588 RM UTI PENCA AEC, 


于 B 


137. i 385p BE133. 
188. 证 明定 至 138. 
139. 证 明定 理 13%, 
投 上 ， 证 明太 一 4n) 9zzÉ— on 中 


141. um(E ) ES, Gee. 


§ 8 。 正 整 实 复数 集 代 替 正 整 实 数 集 


CEN) HinilibXkspA, S 9 的 实 复数 叫 正 束 实 复 
E. 

MEAR ipw". 

我 们 指出 ， 

EMH COF, FEER Z'c EE SIENEGOÓEENES 
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生 - 一 和 关于 加 法 和 乘法 同 构 。 
SAHAN- E, 
CERO YN p, ASRR R REEN p E S 并 如 下 
ELERII C ) ^: N'N’, 
(n8) 9 = (0 2*)9 


CHA ARA) IN SA RS E PEEL TR, 
BEN HERR TE E, 

XX SPA XE SERA uE BH tt. [R0 UJ BU — FF, 

EixkcWi- xESEBIDLEERGE. IDb4EGIDÀDNSIEUN " HAS- E 
qUXCP B AUG i6 — WEE BI, XCER, 作为 复 区 党 和 的 子 集 ， 
AE d 3c URN Poo vr REE qe c Fa" CE DL ARRE, 
8 941 X TIERON SUC. Judi, sic(To YT EX 
EW, diLDÁÉÁOLEIXEREO GR, ILARA IH NAAN), d 
ECHARATE B RRENEN. 


§ 9 。 在 实际 计算 中 复数 的 如 法 与 乘法 运算 


设 a， pERAEXCODATSM E, 

1) 如 a = 59， 有 =? 孝 是 实 复 数 ， 我 们 可 按 和 定理 13* 或 定 ， 

更 13: 把 运算 归 姑 为 机 度 的 实数 的 运算 .网 刀 , 根 据 征 理 13 ,， 

294(—3)9- (2- (—3))9 - (- 198, 

根据 定 埋 13，， 

1.6 

2 
2) A T-— REY XD = {ors £a B= t 71) 来 说 ， 上 出 
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-(f0vE va 


4 £H12, 
q £9, r1£,9, Bant, 
KA te, SEGERN, BTE Eak = neeh 5 
np ELM PRSDEC— PLNE ia A T, PAn, E X X ATE, 
KZP -F139)(49 +i 159) = (29 eart - (—159)) 
41029 s (—1)9 0 39 + 49) 
2119-4 :1092 
该 描 出 ， 部 分 2》 所 述 不 过 说 明 对 党 数 的 运算 可 以 通 
Niph -(C-ID9SO0N SCR A, md 
记 住 诸如 矢 法 定义 审 的 公式 等 等 。 其 实 ， 在 复数 的 如 法 种 奖 
法 定义 中 已 经 直接 把 问题 归结 为 实数 的 运算 了 。 这 和 第 二 、 
第 三 、 第 四 于 相应 的 问题 是 不 癌 的 。、 比 邵 上 俩 ， 由 定义 立刻 
得 到 
(2, 3)(4, —1)—5(2:4—-3- (7-1), 2*(—1) *3-* 4) 
= (C11, 10), 


$19。 复 数 的 绝对 值 ， tgo Si E 

在 订 论 本 题 之 前 。 我 们 对 该 -- 谈 复数 的 “顺序 问题 > ， 
当 我 们 记 到 一 个 数 集 一 一 不 论 是 自 战 数 集 国 , AREF. A 
理 独 集 园 ， 或 是 实 煞 集 虱 一 一 的 磺 序 ， 即 二 关系 时 ， 这 个 关 
系 首 先 强 满 屁 以 下 条 件 鲁 ， 对 这 个 数 集 的 任 名 元素 x V, 


«1 


1) GEHE 以 下 三 种 请 形 诊 好 月 一 各 成立 
x-cH, XH, Ux. 


—— M M — i — MÀ ——— ———— -一 - 


(D onu "SERRE. 
l80 


2) (EMO v Br, 

Tc REL B YBSSUITINUE3S AMRA, ENS ES 
LH 3n TE 利 a HREN, yop W i E rà. 3 xxr Ert 
hum oESRUG 0 AATA ERR, W, zu 

Kj CIE RE) xeu x zi. 

(b) cmu By i HO :Dz 

SPARE RDELDES LOC po GR, QVILIEG XE g 
fr 1 

如 时 不 考虑 复数 的 运 径 ， 殿 管 1)，2) 耽 条， 则 百胜 多 种 
方式 定义 人 中 的 之 关系 ， 侣 记 ， 对 说 任何 两 个 复数 a (CL, 
E15, BG, 71), 我 们 规定 ， 3 BAM 

, 6 tr 
' EE, =p, FLE, She 
ü ikee, IPERE, AFELA SERALAR., 

iR, Tr go ur LIN ECER UE PERS X US E: 
Á pM 一 47 。 

Aak, BCh E<, HERED —4 . H 

-(0, HHS, D, CREDAS, WERD. A 
BAA 以 下 C BUS, 

a» Qe: ER 由 4)， Q9 «i-r :-i:*, Bio? «(—1)*, 
BÉ, Seid- 出 此 不 玲 拉 出 08< -:, IDA 
2), 09-0 MAR potega, WHP, 

b) dn HER D+ (0+ PA - 1 
Haj,» (ees CH, Pii]409. TEC 2 12a {=i} 


Do EI aN IA e FRA MEES ATEN rema 
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<08e*《 一 和 Hl-:«09. xxxEll cL fui B 09« —i 世 与 1) 
E. a 
8| K, 3x € v RES E CRI BI US AER TED 40 I9 X S, 
Aid. EER P, GMEDULASCEDE DER ELO AN, 在 必 
要 时 ， 只 要 比较 它们 的 绝对 值 《 实 数 ) 的 天 小 就 饮 了 。 
vt. ES Meewis iofE ial. 
lel-vE**&ES. 
F3 Yu dal 65938 V6. — 1 Eo i 288 BLA Re DI T8 S rer 的 
长 【参看 图 16) , 
(ik 12 应 该 指 出 ， 这 时 定义 的 复数 绝对 值 同 弟 四 童 ， 
$ 5 中 定义 的 实数 绝对 值 尽 管用 问 样 的 记号 表示 ， 和 终究 是 不 
Hika., BE, ATERA EH, DAE “an, A 
指 的 是 
Je] =l —— 
(EE AERE, AEA GEM MICE SEC 
iut, E8] = vE 0s v E = |E] 
[ 注 2] 显然 有 laj=1 -aj。 
[定理 16] 对 于 任何 的 a，PE C1: 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 - 


D {三 角形 不 等 式 》1la+P| 夺 lal+1B1。 — 
性 质 ?2) 的 几何 意义 是 三 角形 两 边 长 之 和 和 大 于 第 三 边 长 
BERI), 


O 有 于 也 叫做 zx 的 模 。 
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证 D 35. 
2) XT ED, CAR, AE 
(A — u^ ux, 
Sa: ESI 
Z2ÀnzA! e ut. a) 
Mia. —ÓN0?H4,2) p dg SRXRAEOL, ELTTYxao0*B). 09, 
Fiac (E, E10, B= Qn, ni). EUP, H 


lE] 2 dl 
"qup: ^c epo Wf 


同 Ps 
2| 5i Na | = 4 ML 


le] 18] IE TIEN 
iCTHTOPBSOXSGHBO, HXESje['-5'-5', l8|'-m'* 
fi， 我们 得 到 
2(2,m |+ Ham D S2v/E, 1 ELE E m. 
Big téa S lE ttil, X 
2E + tn ) EE tE V p t’, 
EA GAP RETIE r5, )- Gu? 980, 3482 
CTER eG oem EE YE, t n, 3 vu. 
按 复 数 绝 对 值 的 定义 ， 这 就 是 
je tp sde ADA 
Klat plz Ajaj t iSo, fü 
la * éllel + 181. 
[定理 17J [esi sjel 13], 
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Ue xu m. 
4 38] pa XE BELT P XE SEE HI 


Je- £z] - I£l. 


8 [.ie! 
gla e+. 


53 EUR a AA SE UHER B9— - fo deo du Te an. 
《定义 ] 对 十 复数 a = tis B. AUEREA, 59 


下 作 4 的 其 名 复数 ， 记 作 4 


FE {Els 701). 


-一 一 -一 -一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 -一 


C 注 23 不 瑟 验 证 ， 当 且 仅 当 e 是 实 复 允 时 ， 
v-a. 


[ 注 3] SESS, APTIEfISa €, 


Jel= lei. 


era a-—u 
[ 注 4 Rea-——-, Imge ge ^" 


- 一 -一 -一 一 一 -一 -一 一 -一 -一 一 T e rr a c y 


H3 E, Wita = (51， £x), Jd "E (5,,— HYPE, 


a*a-(Q£, 0)-(25,)9-294 E, 9. (SEERISQAD 
PLE Ee ü, 


rr 


a+ a 
Rem-^ 一。 
En 
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Aper 


[定理 18] a++. 


— 


LEIN a- fcre, 
TARE, AEA HEH 


e- p=a- fs 


(SY 5, (87-09). 
3 


EEE ATA FAE S23 

CEH n alali? 

证 igast, ny» Wests, vE, T 
ag = (E+ E27, 0) XGa|*, 0 7 da ir 

BUCISAORNUB. Marn, 


-1 15. t a 
t a aD” 


—- e 


ART REE N, 


$11. 基于 记号 的 约定 

fE8 7, AUS, ARE y* FSEZCUEGR 55 X 
TEER? Eg dark ILS (18 9,ik1, CTE 
FRED . ERRA P, M LAE EA N 
“一 样 的 >” MERE Mam iR JUL TID EMD 入 
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SUITE REL ES 

pix Hiiiiis, -v 21i(-/ 229, 7/2 * 1 C1) 
iBO/ yis C-1)9, Xdü, 6 的 注解 中 的 公式 记 为 

i= ~i, 

作为 本 书 的 结尾， 除 记号 的 约定 外 ， 我 们 还 作 以 下 关于 
名 称 的 约定 ， 如 果 是 在 复数 集 C 青 考 卡 何 题 ， 就 把 实 复数 简 
称 为 实数 。 如 果 是 在 实数 集 墅 昌 考 虑 问题 ， 就 抑 有 理 实数 条 
KAMI, MELAINE, PEEKAA NIE 

这 就 是 通常 对 于 各 类 数 的 名 称 的 涵义 ， 学 过 “ 数 系 ” 的 
读者 应 该 清 克 地 看 到 这 些 名 称 背 后 的 涵义 ， 


he 


名 ”这 指 的 是 第 四 章 的 Z 中 的 数 , 同 第 2 sees Wr nose RS mE, 
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E 8| 
CORE 3E IRR 
LL 正则 序列 ibt 
一 国 一 一 三 着 ESRAR HI 
一 一 对 应 11 ERRAZ 140 
cCpybWt i5 EE idt i100 
TAJET 182 PR 149, 173 
三 睹 性 31, br, B2, 118 HAAS 13 
FE 147 民法 Au, TB 
FÆ didi Wi, RO 21, 53, 84, f18, 1Ti 
大 于 O31, 31, 82, 116 加 法 单调 性 32, 54, B4, i19 
LE 148 对 称 性 了 
上 才 1il 对 等 39, 72 
小 于 31, 51, 81, 118 
f& oz ^ g 
Tm Er HNES IH 
HEr 135 
TĚ 1 "ESO 80 
FA 8 Tie 0094 
HEE 29, 5T, 99, 12T, i72 Jdjtiiig BD 


431 59 
FAREBBE Ti 
Seh 30 
f BUBF d) 


m 
EETA $1 


图 


E 
| 
| 


FEO TE 

fj*r 865, 97, 100, 140, 14i, 
EJA 03. 9T. 140, 178 
先行 者 18 

传递 性 32, 51, 82, liT 

自 成 性 G 

月 然 黎 1 :3 
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1T8 


Emm B 39 

ELEXSSEEN 13 

后 : :者 dd 

RxfeERÉD iJ 

Aie 4 

fU sE$DgQ' BI 

AI ELR- 11T 

Ha nEri Z- 140 

EEJ 100 

AE 22, 29, 53, BT, 84, BU, 
119, 126, iTi, 112 

de d 

Hie £Eo 148 


A b 

m_e (von Neumann) 13 
t E 

运 等 11 


Hcg (Cantor?) 12 
skis iiu (Dedekind) 12 
yka rE 111 


EE 4 

完全 性。 144 

ESNA 152 

mE EH 88, 102, 142 
JA E=] 

ez 10T 

TU S 


inpar GERD) 11 
Ba PRAE 149 
AXES 10 


EE- 


Lt 名 
LAPAR? 1M 
XB 177 
Søe Hr 
实数 19 130 
wR 110 
h E 
PE 15T 
柯 西 (Cauchy) 163 
HEH 86, 122, LTL 
Meit (R) 10 
phíjfH 10 
pA Hamilton) 12 
Hros itl 
S*19 172 
H$i 176 
AUR S 1TO 
FEC 170 
žie 4 
除法 ， 商 58, 93, 134, 173 
pé 23, 30, 54, GT, 84, B0, 
119, 1286, 1T1, 172 
i&x*H( 58, 123, 182 
T H 
RTS 2 
JE, 34 28, 5T, 89,125,126,1T2 
乘法 讯 讽 性 55. DT. 9D. 129 
i au 
misr G0 94, 134. 173 
Sig 24. 30, 54, 57, 84, 90, 
120, 129, 171, 172 


J- — 4€ | 等 价 关系 6 
agp T 
HE 176 | & 19 
上 庶 部 i17 属于 1 
LT; | 
Wi 5 | LPEE—LA 
符号 法 则 87 90 ! 稠密 性 52, R3. 142 
ZARE 35 | A 
RGE X 34, 58, 85, 123, T2 | Soi s [26 
- wE 15 
r-u F (Perno: — [42 
AC Rr H8 EEA 12 
最 小 上 四 147 EEZ 140 
E-m 3b EAW bi 
RE i 3i Zr. 5 FE (Weicrstrsss) 12 
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C MESE £i 
i 


| 

| 

HE 1TG | 

虑 部 117 1 

LT | 

AERE E | 

符号 法 出 gT, gn 

ZHE J6 | 

7 l 
Mp, 35 34, 50, B5, 123, 172 Bo» 148 


Hb 126 
< A 15 
t> ME a (Perno: 132 
ëJ P H8 IERM E 13 
最 小 上 界 147 整 实 球体 乙 140 
大 小数 原 理 35 MEFCHEW. Gl 
4 d Hiep  (OWeirstress) 12 
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